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2. Ubung zur Analysis IV
Aufgaben

A1 Beweise, dass jede monoton wachsende Funktion f : (R, B(R)) — (R, B(R)) messbar ist.

A2 Seien X = {1,2,3,4} und A = {{1,2},{2,3,4}}. Weiter sei S die kleinste o-Algebra in X, die A
enthilt.

1. Bestimme S. Ist S = P(X)? (Aufgabe 3, Ubung 1)
2. Entscheide, ob die Funktion f: (X,S) — (R, B(R)) messbar ist, wobei

(i) f(z) = (x=3)%,  (it) f(z) =

A3 K Seif:(R,B(R) — (R,B(R)). Sei {z: f(z) = c} messhar fiir alle ¢ € R. Folgt daraus, dass die
Funktion f(x) messbar ist?

Hinweis: Es darf ohne Beweis verwendet werden, dass es auf R nicht Borel-messbare Mengen gibt.

A4 (5 Punkte) Sei X = (0,1) und A ={(0,=) | n € N\ {0}}. Sei S die kleinste o-Algebra, die A enthélt.
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1. Gehort [ﬁ,%) zu S§7
2. Bestimme S. (Aufgabe 4, Ubung 1)
3. Entscheide, ob die Funktion f : (X,8) — (R, B(R)) mit f(z) = 1 messbar ist.

4. Bestimme alle messbaren Funktionen f: (X,S) — (R, B(R)).

A5 (4 Punkte)
Entscheide, ob die Funktion f: (R, B(R)) — (R, B(R)) messbar ist, wobei

, wennz =2 ¢>0, p,q teilerfremd
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sin, firz#0 7’
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0 sonst 0 sonst

(1) f(z) = { (i2) f(x) = {
A6 (3 Punkte)
1. Es sei (X,S) ein messbarer Raum und f : X — Y eine Abbildung. Zeige, dass
f18] = {A € P(Y) : f1(4) € S}
eine o—Algebra ist (diese heifit auch direktes Bild von S unter f).
2. Es seien (X1,81), (X2, S2) messbare Riume und f : X1 — X eine Abbildung. Zeige:
f messbar < Sy C f[Sy].

A7 (3 Punkte)

Sei fn 1 (X,S8) — (R,B(R)) eine Folge messbarer Funktionen. Zeige, dass die Menge L aller z € X,
fiir die lim,,—,o0 fn(2z) € R existiert, messbar ist.



