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Aufgabe G1 (Quantenteleportation)

Wir werden in dieser Aufgabe das Phanomen der Quantenteleportation mathematisch model-
lieren. Dazu nehmen wir an, eine erste Partei (nennen wir sie Alice) mochte einer zweiten
Partei (nennen wir sie Bob) einen beliebigen aber fest vorgegebenen reinen Quantenzustand
auf C? (ein sogenanntes Qubit), reprisentiert durch einen Einheitsvektor v € C2, {ibermitteln.
Wir nehmen hierzu an, Alice und Bob hatten vor langer Zeit zwei Qubits in einem Zustand
£ € C? ® C? erzeugt. Danach sind beide wieder ihrer Wege gegangen, wobei Alice das ”linke”
und Bob das "rechte” Qubit in C? ® C2 behalten hat. Zusammen mit dem Zustand ¢ ist Alice
jetzt also im Besitz zweier Qubits und das Gesamtsystem wird durch den Raum
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beschrieben. Wir nehmen an, dass zu Beginn der Gesamtzustand v ® & vorliege. Da Alice und
Bob (bzw. deren Qubits) rdumlich voneinander getrennt sind, konnen beide nur sog. lokale
Operationen an ihren eigenen Qubits durchfiihren. Ferner sei es Ihnen erlaubt, klassische Infor-
mationen (z.B. gewohnliche Bits) auszutauschen. Wir werden sehen, dass Alice und Bob durch
geeignete Wahl des Zustands £ und geschicktes Vorgehen den Zustand 1) von Alice zu Bob
iibertragen konnen.

(a) Es sei {e;,e,} eine Orthonormalbasis von C2. Wir nehmen an, Alice und Bob hiitten fiir £
einen sog. Bell-Zustand gewahlt, welcher gegeben ist durch

1
E = E(elébel +e,®e,)

Im ersten Schritt wendet Alice ein sog. CNOT-Gatter an. Dies ist ein unitdrer Operator
Ucnor : C2® C? — C? ® C2, welcher in der kanonischen Produkt-Orthonormalbasis
fe;®e;,e;®ey,e,® e, e, ® ey} von C? ® C? die darstellende Matrix
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(b)
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besitzt. Zeigen Sie, dass fiir ¢ = ae; + fe, gilt:

1 1
U, RIL)YR®E)=ae;® —(e;®e;+e, Qey)+Pe, ® —(e,®e,+e,Req)
(Ucnor ® 1)(Y ® & 1 ﬁl 1 e ®ey)+ fey VoA 2T ey ®e

Im zweiten Schritt wendet Alice eine sog. Hadamard-Gatter H : C?> — C? auf das erste
Qubit (also das "linke” in C? ® C? ® C2) an. Dieses hat in der obigen Orthonormalbasis die
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Zeigen Sie:

1
(H®1,® 1) (Ucyor ®L)(Y ®E) = 3 [e; ®e; ® (ae; + fey) +e; ®e, @ (ae, + Bey)
+e,Qe; ®(ae; — fey) +e,Qe, ® (ae, — fey)] .

Schliel3lich fiihrt Alice nacheinander die Messungen der Observablen o, ® 1, ® 1, bzw.
1, ® 0, ® 1, durch und erhélt die Messergebnisse A; bzw. A,. Bestimmen Sie sdmtliche
auftretenden Kombinationen von Messwerten (A, A,) und geben Sie die zugehorigen re-
sultierenden Zustdnde nach der Messung an.

Hinweis: Nicht rechnen sondern scharf hinsehen!

Alice teilt nun Bob das (zuféllig erhaltene) Messresultat (A;, A,) mit. Zeigen Sie, dass Bob
l*ll l—)uz
2

durch Anwenden des Operators o, > o,
kann.

auf sein Qubit den Zustand 1) rekonstruieren

Aufgabe G2 (Der Dualraum)
Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann heil3t die Menge

d.h.
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(b)

(o)

V*:={p:V > K: p ist linear},

die Menge der linearen Funktionale auf V, der Dualraum von V.

Sei {by,...,b,} eine Basis von V. Begriinden Sie, dass es fiir beliebige i € {1,...,n} genau
ein lineares Funktional b' € V* gibt, sodass

b'(b;) =6, Vje{l,..n}

gilt.

Zeigen Sie, dass die b' aus (a) eine Basis von V* bilden. Sie heit die zu {b, ..., b, } duale
Basis. Insbesondere gilt hiermit dim V* =n =dim V.

Fiir n = 2 seien {by, by}, {b], b,} Basen von V mit b; = b]. Gilt dann auch b' = bl'?




(d) Fiir Basen {by,...,b,}, {b],..., b/} von V seien die gegenseitigen Entwicklungen

n n
bj= Y Aljb bzw. b,=> Alb,
i=1 i=1

gegeben. Beweisen Sie:

b/ :zn:ijibi’ bzw. bf/:Zn:Ajibi.
i=1 i=1

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass

Xn:x'jili =5, = Xn:/v'i}v'l
i=1 i=1

gilt.

Sei B : V XV — K eine symmetrische Bilinearform auf V. Dann definieren wir den Ausartungs-
raum von B durch

Vo:={xeV:B(x,y)=0 VyeV}
B heil3t nicht ausgeartet, wenn V,, = {0} gilt.

(e) Zeigen Sie, dass V|, ein Untervektorraum von V ist.

(f) Sei nun B eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform. Zeigen Sie, dass durch
Tg:V — V*

ein Isomorphismus definiert wird. Zeigen Sie ferner, dass fiir eine Basis B = {b,, ..., b,,} von
V mit dualer Basis B* gilt

B,B* :
My :(gij)l-j mit  g;; = B(b;, bj).

Bemerkung: Ist also ein Vektor v = Z?:l a'b; € V gegeben, so gilt fiir die Koordinaten a;
des Vektors Tz (v) beziiglich der dualen Basis

n
_ E i
aj = a gl]
i=1

Dieses Konzept wird in der Relativitatstheorie als "Indexziehen” bezeichnet und (gij)ij
nennt man den “kovarianten metrischen Tensor”. Definiert man den ”kontravarianten me-

- -1
trischen Tensor” durch (g”)ij = ((gif)ij) (was der Abbildung T;' : V* — V ent-
spricht), so gilt analog

a = Z a;g".
i=1

Abstrakt verbirgt sich dahinter der Ubergang in den Dualraum und zuriick.




Hauslibung

Aufgabe H1 (Purifications)
(a) Es seien beliebige Vektoren &, ...,&; € C" und ein Orthonormalsystem {e;,...,e;} € C*
gegeben. Wir setzen

k
C::Z§i®ei eC"®Ck.
i=1
Berechnen Sie tr, (tc,c)-

(b) Sei p € M, ,(C) eine Dichtematrix. Zeigen Sie, dass es einen Einheitsvektor { € C" ® C"
gibt, sodass

0 =tr, (t“)

gilt. Unter welchen Umstinden ist es moglich diese Konstruktion fiir { € C*® C* mit k < n
durchzufiihren?

Bemerkung: Diese Prozedur heil3t in der Quanteninformationstheorie purification. Man kann al-
so einen beliebigen (eventuell gemischten) Zustand immer als reduzierten Zustand eines reinen
Zustands auf einem hinreichend vergrol3erten System betrachten. Mathematisch handelt es sich
hierbei um eine sog. GNS-Darstellung des durch p induzierten Zustands auf dem Hilbertraum
C'® C".

Aufgabe H2 (Schmidt-Zerlegung)

Essei £ € C"® C™ mit n < m.

(a) Beweisen Sie: Es gibt Orthonormalsysteme (e;);<;<, € C", (fi)i<i<n € C™ und bis auf
Permutation eindeutig bestimmte Zahlen A, ..., A, > 0, sodass

3 :ikiei ® fi
i=1

gilt. Die obige Darstellung von & heif3t Schmidt-Zerlegung und die A, heil}en die Schmidt-
Koeffizienten von &.

Hinweis: Benutzen Sie den Satz iiber die Singulidrwertzerlung:
Fiir eine Matrix A € M, ,,(C) gibt es unitére Matrizen U € M,, ,(C), V € M,, ,,(C) und bis
auf Permutation eindeutig bestimmte Zahlen A,,...,A,, > 0 mit

2 0 --- 0
A=U . V.
A, 0 -+ 0
€My m(C)

(b) Beweisen Sie, dass & genau dann in der Form n® ¢ mit n € C", { € C™ geschrieben werden
kann, wenn £ hochstens einen nicht verschwindenden Schmidt-Koeffizienten hat.

Bemerkung: Die Schmidt Zerlegung ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung der Verschran-
kung reiner Zusténde eines bipartiten Quantensystems.




