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Aufgabe G1 (Der Messprozess fiir allgemeine Zustdnde)
Es sei H ein endlichdimensionaler Hilbertraum und A € B(H) eine Observable mit Spektraldar-

stellung A = Zle A;P;. Weiterhin sei ein Dichteoperator p = 2?21 Wity p; gegeben.
(a) Beweisen Sie:
PylA=2]=t(Pp)

(b) Es bezeichne P[j|A = A;] die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Zustand 1); vorgelegen
hat, wenn ein Messung von A den Wert A; ergab. Zeigen Sie:

IJ’ .

]P[]|A A]—]Pw [A A]m

Hinweis: Satz von Bayes!

(c) Es bezeichne p; den Dichteoperator, welcher nach Erhalt des Messwertes A; von A vorliegt.
Begriinden Sie die folgende Verallgemeinerung des von Neumann’schen Messpostulates

ZIP[JlA Adt ;o
j=1 ([P || [|2295]]

und verifizieren Sie
PipP;

tr(P;p)

Pi =

(d) Das System befinde sich nun wieder im Zustand p. Es werde eine Messung der Observablen
A ohne Selektion der Messergebnisse durchgefiihrt (d.h., es sei nicht bekannt, welches Mess-
resultat erhalten wurde). Zeigen Sie, dass der Zustand p’ des Systems nach der Messung
gegeben ist durch




Aufgabe G2 (Projektionen)

Definition:

Sei H ein endlichdimensionaler Hilbertraum. Eine lineare Abbildung P : H — H hei3t Projek-
tion, wenn es lineare Teilrdume /C, L € H mit H = K & L gibt (d.h., es gilt £ N £ = {0} und
lin{K, L} = H), sodass P|x =Idx und P|, = 0 gilt.

(a) Machen Sie sich klar, dass es zu beliebigen linearen Teilrdumen K,L C ‘H mit H = K &
L genau eine lineare Abbildung P : H — H gibt, welche die Bedingungen der obigen
Definition erfiillt.

(b) Weisen Sie nach, dass fiir H = R? durch

1 -1
*=(o o)

eine Projektion gegeben ist. Bestimmen Sie die Rdume /C, £ und interpretieren Sie die Wir-

kung von P geometrisch.
(c) Beweisen Sie:

P ist Projektion < P?=P

Definition:
Eine Projektion P zu Teilraumen /C, £ hei3t orthogonal, wenn zusétzlich IC L L gilt.

(d) Begriinden Sie, dass eine orthogonale Projektion P zu Teilraumen /C, £ bereits durch An-
gabe von K eindeutig festgelegt ist.

Bemerkung: Aufgrund dieser 1:1-Beziehung werden lineare Teilrdume K C H und or-
thogonale Projektion P : H — H zuweilen miteinander identifiziert. Man spricht dann
von der orthogonalen Projektion auf einen Teilraum K und schreibt hierfiir Py..

(e) Ist die Projektion aus (b) orthogonal?
(f) Beweisen Sie:
P ist orthogonale Projektion < P2?=pP =p*

(g) Zeigen Sie, dass fiir einen linearen Teilraum K C H gilt
Pel=1-Pg

(h) Sei K C H ein linearer Teilraum mit Orthonormalbasis {f;, ..., fi.}. Zeigen Sie:

k
Py = Z Lrf;
i=1

(i) Sei Py, ..., P eine Familie orthogonaler Projektionen mit P;P; = 0 = P;P; fiir i # j. Zeigen
Sie, dass dann auch
k
P:=) P,

i=1
eine orthogonale Projektion ist. Was bedeutet die Bedingung P;P; = 0 geometrisch? Ist P
immer noch (orthogonale) Projektion, wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist?




(j) Fiir orthogonale Projektionen P,Q definieren wir P < Q durch Q — P > 0. Zeigen Sie, dass
hierdurch eine partielle Ordnungsrelation definiert wird, und dass gilt

P<Q <& PQ=P=QP.

(k) Finden Sie ein Beispiel fiir zwei orthogonale Projektionen, welche nicht im Sinne von (j)
vergleichbar sind.

(1) Fiir eine Familie orthogonaler Projektionen (P;);c; setzen wir

supp; = \/Pi '= Plin{Im p;:ier}

iel iel
infP, == AP =Py mp,
i€l

Beweisen Sie: Fiir alle j € I gilt die Relation

infP; < P; <supP,

i€l iel
und ist P eine orthogonale Projektion mit
P<P; bzw. P;<P
fiir alle j €I, so folgt

P <infP; bzw. supP; <P
i€l iel

Hausiibung

Aufgabe H1 (Das Kroneckerprodukt von Matrizen)
Fiir Matrizen A € M,, ,(C), B € M,, ,,(C) definieren wir deren Kroneckerprodukt durch

allB s alnB
A®B = € Mnm,nm((c)
aB -+ a,,B

wobei A = (a;;)1<; j<n-

(a) Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln zur Bildung des Kroneckerproduktes:

(tA+BB)®C = aA®C+SB®C

A®(BB+7C) = BA®B+yA®C

(AB)®(CD) = (A®C)(B®D)
(A®B)* = A*®B*

fiir Zahlen a, 8,y € C und entsprechend dimensionierte Matrizen A, B, C, D.




(b) Beweisen Sie: Sind A und B invertierbar, selbstadjungiert, positiv, normal, unitir oder or-
thogonale Projektionen, so besitzt auch A® B die entsprechende Eigenschaft.

Unter den Identifikationen M, ;(C) = C" konnen wir auch das Kroneckerprodukt von Vektoren
betrachten. Fiir £ € C" und n € C™ ist dann

&M
Eon=| : |ecC™
EnM

(c) Sei {ej,e,} die kanonische Orthonormalbasis von C2. Entscheiden Sie, ob der Vektor
§=el®61+62®62

in der Form 71 ® { fiir 1), { € C? geschrieben werden kann.

(d) Wir versehen C", C™ und C"™ mit dem Standard-Skalarprodukt. Verifizieren Sie die fiir alle
&1,E9 € C* und ¢, n, € C™ giiltige Beziehung

(E1®M1,€28M2) = (£1,82) (N1, M2)

(e) Seien (e;)1<j<n bZW. (fi)1<k<m Orthonormalbasen von C" bzw. C™. Zeigen Sie, dass durch
(e; ® fi)1<i<n1<k<m €in Orthonormalbasis von C"™ gegeben ist und begriinden Sie, dass
jede Matrix A € M, ,,,(C) in der Form

n m
A: Z Z aUkl tei:ej ® tfk’fl

ij=1kI=1

geschrieben werden kann.
(f) Fiir eine Darstellung von A € M, ,,,,(C) wie in (e) definieren wir

n m n m
try(A) := Z Z Qiikits,, und try(A):= Z Zaijkktei,ej

i=1 k,I=1 i,j=1k=1

Zeigen Sie, dass tr;(A) bzw. try(A) wohldefiniert sind, d.h. nicht von der Wahl der Or-
thonormalbasen (e;)1<i<, (fj)1<j<m abhdngen und dass hierdurch lineare Abbildungen
try(+) : C™ — C™ bzw. try(+) : C™™ — C" definiert werden.

Bemerkung: In der Quantenmechanik heiBen tr;(-) bzw. try(-) die partielle Spur iiber das
erste bzw. zweite System. Man spricht in diesem Zusammenhang auch vom ”Ausspuren”
eines Systems.

(g) Essei p € M,,,(C) eine Dichtematrix. Zeigen Sie, dass dann auch tr;(p) und tr,(p) Dich-
tematrizen sind und berechnen Sie tr;(p) fiir p = %tg’g mit £ wie in (c). Ist dieser Zustand
rein?

Bemerkung: Man bezeichnet tr;(p) und tr,(p) auch als die reduzierten Zustidnde von
p. Sie erlangen Bedeutung bei der Modellierung eines quantenmechanischen Mehrkorper-
problems.




