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Aufgabe G1 (Positive Funktionale entsprechen positiven Maf3en)

Wir betrachten das endliche System Q = {w;, ..., w,}. Ein lineares Funktional ¢ auf dem Raum
der Observablen Abb(2, R) heif3t positiv, wenn fiir alle f € Abb(Q2, R) mit f > 0 auch ¢(f) >0
gilt. Beweisen Sie:

(a) Ist ¥ =P(Q) und u ein endliches Maf auf %, so definiert
Abb(Q,R)> f — J fw)du(w)eR
Q

ein positives lineares Funktional auf Abb(Q2, R).

(b) Fiir jedes positive, lineare Funktional auf Abb(Q2, R) existiert genau ein endliches Maf$ u,,
auf X = P(Q), sodass

o(f) =J flw)duy(w) Vf €Abb(Q,R).
Q

Aufgabe G2 (Funktionalkalkiil fiir Matrizen)

Es sei A € M, ,(C) eine normale Matrix. Dann existiert eine unitdre Matrix U, sodass

A = Udiag(A4, ..., A,)U" mit den Eigenwerten A4, ..., A, von A. Fiir eine Funktion f : 0(A) —» C
setzen wir (vergleiche Aufgabe H1 auf Blatt 2)

f(A) :=Udiag(f (A1), ..., f (A, ))U"

Beweisen Sie:
(a) Fir f,g:0(A) > Cund a,f € C gilt

(af +6g)A) = af(A)+pgA)
(f-8)A) = f(AglA)
f@A) = (fA)Y

(b) Id,(4)(A) = A. Insbesondere gilt fiir die komplexe Konjugation f : 0(A) —» C, A — 2, dass
fA)=A"




(c) IstceCund f : 0(A) — C, A — c die konstante c-Funktion, so gilt f(A) =c - 1.
(d) Ist Ainvertierbarund f : 0(A) > C, A — %, so gilt f(A)=A"1.
(e) Es gilt der spektrale Abbildungssatz: o(f(A)) = f(c(A))
(f) Auch f(A) ist normal und fiir g : o(f (A)) — C gilt (g o f)(A) = g(f (A)).
(g) Es gelten die Aquivalenzen:
f(A) ist selbstadjungiert
f (A) ist positiv (definit)
f(A) ist orthogonale Projektion
f(A) ist unitar

& f ist reellwertig

& f ist (strikt) positiv

& f ist {0, 1}-wertig

< f nimmt nur Werte vom Betrag 1 an

(h) Ist A selbstadjungiert, so ist e unitér.

Bemerkung: Der Funktionalkalkiil fiir Matrizen lasst sich auch auf unendliche Systeme anwen-
den, wobei man sich allerdings zunéchst auf stetige Funktionen auf dem Spektrum beschrianken
muss. Dies liefert den stetigen Funktionalkalkiil, welchen man zweckméf3ig im Rahmen von
C*-Algebren behandelt. Dieser widerum l&sst sich zu einem messbaren Funktionalkalkiil fort-
setzen, welcher zu von Neumann Algebren korrespondiert. Letzteres ist wichtig, da man zur
Berechnung von Spektralprojektionen charakteristische Funktion von Operatoren bestimmen
muss.

Aufgabe G3 (Positive Matrizen)

(a) Es sei A € M, ,(C) eine positive Matrix. Zeigen Sie, dass genau eine positive Matrix B €
M, ,(C) existiert, sodass B> = A gilt.

(b) Zeigen Sie, dass fiir positive Matrizen A, B € M,, ,(C) nicht notwendig auch AB positiv sein
muss, aber dass stets tr(AB) > 0 gilt.

Hinweis: Benutzen Sie, dass eine Matrix A genau dann positiv ist, wenn es ein Matrix B
gibt, sodass A = B*B gilt. Verwenden Sie nun (a).

Aufgabe G4 (von Neumann Entropie)

(a) Machen Sie sich kurz klar, dass die Funktion (0,00) > x — Xx - log(x) € R zu einer ste-
tigen Funktion h auf [0, c0) fortgesetzt werden kann. Was ist h(0)? Beschreiben Sie den
Funktionsverlauf von h qualitativ.

(b) Es sei p € M, ,(C) eine Dichtematrix, d.h. p > 0 und tr(p) = 1. Dann definieren wir mit
Hilfe des in Aufgabe G2 entwickelten Funktionalkalkiils deren von Neumann Entropie
durch

S(p) := —tr(h(p))
Zeigen Sie:
pistrein < S(p)=0
(c) Bestimmen Sie das Maximum der von Neumann Entropie iiber die Menge aller Dichtema-
trizen. Wo wird dieses angenommen?

Bemerkung: Die von Neumann Entropie spielt eine wichtige Rolle in der Quanteninformati-
onstheorie und der statistischen Physik. Sie dient als mikroskopische Grundlage der Entropie
thermodynamischer Systeme.




Hauslibung

Aufgabe H1 (Dichtematrizen)
Es sei p € M,, ,(C) eine Dichtematrix, d.h. p > 0 und tr(p) = 1. Zeigen Sie:

(a) Die Menge der Dichtematrizen S(M,, ,(C)) ist konvex.
(b) Es sind dquivalent:
i. p ist Extremalpunkt von S(M,, ,(C)) (d.h. p ist rein).
ii. p ist eindimensionale orthogonale Projektion.
iii. Es gilt tr (pz) =1.

Aufgabe H2 (Die Blochkugel fiir beliebige Zustédnde)
Wir werden in dieser Aufgabe das Konzept der Blochkugel aus Aufgabe G1 von Blatt 3 auf
beliebige Dichtematrizen iibertragen.

(a) Sei p € M,,(C) selbstadjungiert. Begriinden Sie, dass es eindeutig bestimmte Zahlen
a, Ay, Ay, a, € R gibt, sodass

1 ay+a, a,-—ia,
P=3 a, +ia, o —a,
gilt.

(b) Welche Einschrankungen ergeben sich durch die Bedingungen tr(p) =1 und p > 0?

(c) Folgern Sie, dass es zu jeder Dichtematrix p auf C? einen eindeutig bestimmten Vektor
(x,y,2)T € R® mit x>+ y? + 2% < 1 gibt, sodass

1
p= 5(1 +xo,tyo, +z0,)

gilt. Wann ist p rein? Welcher Dichtematrix entspricht der Punkt (0,0,0)7?

11
(d) Nun liege zum Zeitpunkt t = 0 eine Dichtematrix p(0) = % ( 11 ) vor. Deren Zeitent-

wicklung sei gegeben durch p(t) = e*“sp(0)e 't fiir t € R. Ermitteln Sie die Bahn der
zugehoren Blochvektoren. Ist der Zustand fiir alle Zeiten rein?

Bemerkung: Eine solche Zeitentwicklung ergibt sich beispielsweise bei der Beschreibung
eines Spin-1/2-Teilchens in einem zeitunabhidngigen Magnetfeld in z-Richtung.




