
Mathematische Grundlagen
der Quantenmechanik
3. Übungsblatt

Fachbereich Mathematik Wintersemester 2012/2013
Prof. Dr. Burkhard Kümmerer 22./29 November 2012
Florian Sokoli

Gruppenübung

Aufgabe G1 (Die Blochsphäre)
Für Vektoren ξ,η ∈ C2 definieren wir tξ,η : C2→ C2 durch

tξ,ηζ := ξ〈η,ζ〉

Bemerkung: In der Quantenmechanik schreibt man hierfür |ξ〉〈η|.
(a) Zeigen Sie, dass durch tξ,η eine lineare Abbildung definiert wird und bestimmen Sie deren

Rang in Abhängigkeit von ξ und η.
(b) Bestimmen Sie eine Matrix A∈ M2,2(C) mit tξ,ηζ = Aζ für alle ζ ∈ C2 in Abhängigkeit von

ξ und η.
(c) Sei nun ξ ∈ C2 ein Einheitsvektor. Zeigen Sie: Für die orthogonale Projektion Pξ auf den

von ξ erzeugten eindimensionalen Teilraum Cξ gilt

Pξ = tξ,ξ

Inwiefern ist ξ eindeutig?
(d) Zeigen Sie, dass es für jeden Einheitsvektor ξ ∈ C2 eindeutig bestimmte Zahlen z1, z2 ∈ C

mit |z1|= |z2|= 1 und einen Winkel ϑ ∈ [0,π] gibt, sodass gilt

ξ=
�

z1 cos(ϑ/2)
z2 sin(ϑ/2)

�

.

Folgern Sie, dass es zu jeder eindimensionalen orthogonalen Projektion P eindeutig be-
stimmte Winkel ϑ ∈ [0,π] und ϕ ∈ [0, 2π) gibt, sodass gilt

P =
�

cos2(ϑ/2) e−iϕ sin(ϑ/2) cos(ϑ/2)
eiϕ sin(ϑ/2) cos(ϑ/2) sin2(ϑ/2)

�

.

(e) Begründen Sie, dass die Menge der selbstadjungierten1 2 × 2 Matrizen über C einen R-
Vektorraum bilden und zeigen Sie, dass durch {1,σx ,σy ,σz} mit

σx =
�

0 1
1 0

�

σy =
�

0 −i
i 0

�

σz =
�

1 0
0 −1

�

eine Basis desselben gegeben ist.
1 Zur Definition der Selbstadjungiertheit von Matrizen siehe Aufgabe H1, falls erforderlich.
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(f) Stellen Sie nun die Projektion P aus d) in der Form P = 1
2

�

α11+αxσx +αyσy +αzσz

�

mit α1,αx ,αy ,αz ∈ R dar und vereinfachen Sie die Koeffizienten so weit wie möglich.

Hinweis: Verwenden Sie die für x ∈ R gültigen Identitäten

cos2(x) =
1

2
(1+ cos(2x)) , sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)

(g) Folgern Sie abschließend, dass es für jede eindimensionale orthogonale Projektion P auf
C2 genau einen Einheitsvektor (x , y, z)T ∈ R3 gibt, sodass P = 1

2
(1+ xσx + yσy + zσz).

Welchen Projektionen entsprechen die kanonischen Einheitsvektoren e1, e2, e3 bzw. deren
Spiegelung am Ursprung?

Bemerkung: Dieses Konzept nennt man die Blochsphärendarstellung der eindimensiona-
len orthogonalen Projektionen auf C2 und (x , y, z)T heißt der zu P gehörige Blochvektor.
In der Quanteninformationstheorie wird es vielfach zur Beschreibung von Qubits verwen-
det.

Aufgabe G2 (Flüsse linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten)

Es sei A∈ Mn,n(R). Dann besitzt das das Anfangswertproblem

x ′(t) = Ax(t), x(0) = x0 ∈ Rn

die eindeutige, globale Lösung

x(t) = ϕt(x0), t ∈ R

mit ϕt := eAt ∈ Mn,n(R).
(a) Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften der Familie linearer Abbildungen (ϕt)t∈R:

• ϕ0 = IdRn

• ϕs+t = ϕs ◦ϕt = ϕt ◦ϕs ∀s, t ∈ R
• Für alle t ∈ R ist ϕt invertierbar mit ϕt

−1 = ϕ−t

Insbesondere bildet (ϕt)t∈R eine abelsche Untergruppe von GL(n,R).
(b) Sei B ⊂ Rn eine Borel-messbare Menge. Beweisen Sie die für das Lebesgue-Maß λ auf Rn

und alle t ∈ R gültige Gleichung

λ(ϕt(B)) = et·tr(A) ·λ(B) .

Warum existiert λ(ϕt(B)) überhaupt?

Hinweis: Verwenden Sie, dass für eine positive, messbare Funktion f : Rn → R und einen
C1-Diffeomorphismus ϕ : Rn→ Rn die Beziehung

∫

ϕ(Rn)

f dλ=

∫

Rn
f ◦ϕ · |det(dϕ)| dλ (∗)

gilt. Weiterhin ist eine beliebige messbare Funktion f : Rn → R genau dann integrierbar,
wenn f ◦ϕ · |det(dϕ)| integrierbar ist und in diesem Fall gilt (∗) ebenso.
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(c) Beweisen Sie, dass für alle t ∈ R durch

Ut : L2(Rn,B(Rn),λ) → L2(Rn,B(Rn),λ)
f 7→ f ◦ϕt

ein beschränkter linearer Operator definiert wird, welcher Us+t = UsUt = Ut Us für alle
t, s ∈ R erfüllt.

(d) Beweisen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen:
i. Das Vektorfeld V : Rn→ Rn, x 7→ Ax ist divergenzfrei.

ii. Es gilt tr(A) = 0.
iii. Der Fluss ϕt ist für das Lebesgue-Maß und alle t ∈ R maßerhaltend , d.h.

λ(ϕt(B)) = λ(B) ∀B ∈ B(Rn)

iv. Der Operator Ut ist für alle t ∈ R unitär.

Aufgabe G3 (Positive Funktionale entsprechen positiven Maßen)
Wir betrachten das endliche System Ω = {ω1, ...,ωn}. Ein lineares Funktional ϕ auf dem Raum
der Observablen Abb(Ω,R) heißt positiv, wenn für alle f ∈ Abb(Ω,R) mit f ≥ 0 auch ϕ( f )≥ 0
gilt. Beweisen Sie:

(a) Ist Σ = P(Ω) und µ ein endliches Maß auf Σ, so definiert

Abb(Ω,R) 3 f 7→
∫

Ω

f (ω) dµ(ω) ∈ R

ein positives lineares Funktional auf Abb(Ω,R).
(b) Für jedes positive, lineare Funktional auf Abb(Ω,R) existiert genau ein endliches Maß µϕ

auf Σ = P(Ω), sodass

ϕ( f ) =

∫

Ω

f (ω) dµϕ(ω) ∀ f ∈ Abb(Ω,R) .

Hausübung

Aufgabe H1 (Wiederholung: Adjungierte in der linearen Algebra)
Es seien H,K endlichdimensionale, komplexe Vektorräume mit Skalarprodukt (insbesondere
also Hilberträume). Wir bezeichnen mit H′ bzw. K′ die Vektorräume der linearen Funktionale
auf H bzw. K. Beweisen Sie nacheinander die folgenden Aussagen:

(a) Für ξ ∈H ist die Abbildung ϕξ : H→ C, η 7→ 〈ξ,η〉 ein lineares Funktional auf H.

(b) Die Abbildung Φ : H→H′, ξ 7→ ϕξ definiert eine antilineare, injektive Abbildung.

(c) Für jedes ψ ∈ H′ existiert ein ξ ∈ H mit ψ = ϕξ. Insbesondere ist die Abbildung Φ ein
antilinearer Isomorphismus.

Bemerkung: Dies ist der Satz von Riesz-Fréchet im Falle endlichdimensionaler Hilber-
träume. In der Quantenmechanik benutzt man für Vektoren ξ ∈ H die Schreibweise |ξ〉
(”Ket-Vektor”), während man das zugehörige lineare Funktional ϕξ durch 〈ξ| notiert (”Bra-
Vektor”).

3



Sei im Folgenden immer T : H→K eine lineare Abbildung. Für η ∈ K definiert die Zuordnung
H 3 ξ 7→ 〈η, Tξ〉 ∈ C ein lineares Funktional (klarmachen, falls nötig). Nach dem Satz von
Riesz-Fréchet existiert daher genau ein ζ ∈ H mit 〈η, Tξ〉 = 〈ζ,ξ〉 für alle ξ ∈ H. Wir setzen
T ∗η := ζ.

(d) Die oben definierte Abbildung T ∗ : K→H ist linear. Sie heißt die zu T adjungierte Abbil-
dung.

(e) Gilt für eine lineare Abbildung S : K→H die Gleichung

〈Tξ,η〉= 〈ξ, Sη〉 ∀ξ ∈H, η ∈K

so folgt bereits S = T ∗. Die Adjungierte ist also durch die obige Gleichung bereits eindeutig
bestimmt.

Für eine Matrix A definieren wir deren adjungierte Matrix A∗ durch Transposition und kompo-
nentenweise Konjugation von A, also A∗ := A

T
.

(f) Seien B1 := {e1, ..., en} bzw. B2 := { f1, ..., fm} Orthonormalbasen von H bzw. K. Ist M B1,B2
T

die darstellende Matrix von T bezüglich B1, B2, so gilt

MT∗
B2,B1 =

�

MT
B1,B2

�∗

T heißt unitär2, wenn T die Skalarprodukte auf H bzw. K erhält, d.h. 〈Tξ, Tη〉 = 〈ξ,η〉 für
alle ξ,η ∈H.

(g) Ist T unitär und λ ein Eigenwert von T , so gilt |λ| = 1. Ferner ist T genau dann unitär,
wenn T invertierbar ist mit T−1 = T ∗.

T heißt selbstadjungiert , wenn H =K und T = T ∗ gilt.

(h) Ist T selbstadjungiert, so sind die Eigenwerte von T reell und Eigenvektoren zu verschiede-
nen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander.

Der Spektralsatz der linearen Algebra besagt:

Ist T : H → H eine selbstadjungierte lineare Abbildung, so existiert eine Ortho-
normalbasis B = {e1, ..., en} von H bestehend aus Eigenvektoren von T .

(i) Sei Ω = {1, ..., n}, Σ = P(Ω) und µ das Zählmaß auf Σ. Für eine Funktion f ∈ L2(Ω,Σ,µ)
schreiben wir f = ( f (1), ..., f (n)). Dann definiert U : H → L2(Ω,Σ,µ),

∑n
i=1αiei 7→

(α1, ...,αn) einen unitären Operator und sind λ1, ...,λn die Eigenwerte von T , so gilt für
g = (λ1, ...,λn)

T = U∗Mg U .

Insbesondere sind selbstadjungierte lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen Räu-
men immer unitär äquivalent zu Multiplikationsoperatoren auf einem endlichen Maßraum.

2 Im allgemeinen bezeichnet man eine lineare Abbildung U als unitär, wenn sie isometrisch und bijektiv ist. Im
Falle endlichdimensionaler Hilberträume (und nur dann!) ist diese Definition äquivalent zur hier gewählten,
welche für diese Aufgabe besser geeignet ist.
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