Mathematische Grundlagen

_ TECHNISCHE
der Quantenmechanik UNIVERSITAT
- DARMSTADT
2. Ubungsblatt
Fachbereich Mathematik Wintersemester 2012/2013
Prof. Dr. Burkhard Kiimmerer 8./15 November 2012
Florian Sokoli
Gruppenibung

Aufgabe G1 (Varianz und Kovarianz)

Definition:
Sei (2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y € L2(, X, P) quadratintegrierbare Zufalls-
variablen. Dann setzen wir:

EX) := fX(co)dP(co) (Erwartungswert)
Q
V(X) := E((X —-EX))?) (Varianz)
Cov(X,Y) := E(X—EX))Y —E(Y))) (Kovarianz)

(a) Verifizieren Sie die Formel
V(X)=EX?) - EX)>.

(b) Beweisen Sie fiir X, Y € L%(Q, X, P) die Ungleichung

ICov(X, V)< V() VV(Y).

Definition:
Eine Familie von Zufallsvariablen X1, ...,X, € L%(, X, P) heit paarweise unkorreliert, wenn
fir allei,j € {1,...,n} miti # j gilt

Cov(X;,X;)=0.

(c) Beweisen Sie, dass eine unabhingige Familie von Zufallsvariablen X1, ...,X, € L%(Q, %, P)
paarweise unkorreliert ist.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis annehmen, dass fiir integrierbare, unabhéngige Zufallsva-
riablen X1, ..., X, auch X - ... - X, integrierbar ist, und dass gilt:

EQXy - X,) =E(Xy)-...-E(X,).




(d) Esseien Xq,...,X, € L%(Q, &, P) paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass

1% (Zx) =2n:V(Xi)
i=1 i=1

gilt.
(e) Weisen Sie nach, dass durch

L*(Q,%,P) x L*(Q,%,P) > (f,g) — (f,g) = J f(w)g(w)dP(w)
Q

ein Skalarprodukt auf L2(Q, %, P) erklirt wird.

(f) Driicken Sie nun Varianz, Kovarianz sowie paarweise Unkorreliertheit durch das Skalarpro-
dukt auf L2(Q, =, P) aus. Warum sind die Aussagen aus b) und d) jetzt offensichtlich?!

(2) Fiir X,Y € L?(Q, %, P) mit V(X), V(Y) # 0 definieren wir deren Korrelationskoeffizienten
durch
Cov(X,Y)

V) -/V(Y)

Wie interpretieren Sie diese GroRe geometrisch? Was geschieht, wenn X und Y unkorreliert
sind?

p(X,Y)=

Aufgabe G2 (Spektraltheorie von Multiplikationsoperatoren)

Definition:
Sei (22,2, u) ein MaBraum und f : Q — C messbar. Dann heil3t

esssup f :=inf{t € [0,00] : |[f(w)| <t p-fi.}
das wesentliche Supremum von f. Wir setzen:

||f||oo = esssup f
L*(Q, X, u) = {f :Q— C:f messbar und Hf“oo < oo}

Sei nun (92, X, u) ein endlicher Malraum (d.h. u(2) < 0o) und f € L*(Q, 2, u). Beweisen Sie:

(a) f ist genau dann invertierbar (als Element der Algebra L*°(£,X%, u)), wenn es ein 6 > 0
gibt, sodass

If(w)| =6 fiiru—~fa. wen.

Definition:
Sei f :  — C messbar. Dann heil3t

essImf := {le@:,u(f_l(B(;(k))) >0 V& >0}

der wesentliche Wertebereich von f. Hierbei bezeichnet B5(0) den Ball vom Radius & um 0.

1 Aus diesem Grund ist die Varianz ein gutes StreumafR!




(b) f ist genau dann in L*°(£Q, %, u) invertierbar, wenn O ¢ ess Im f gilt.
(c) Fiir g € L%(Q, %, u) gilt
1f&lla <M flle - llgll2

und

My LA(Q,5,0) — L3(Q,%,p0)
g — fg
definiert einen beschrinkten linearen Operator auf dem Hilbertraum L2(Q, %, u). Er heif3t

der zu f gehorige Multiplikationsoperator.
(d) Fir f,g € L®(Q,%,u) und A € C gilt:

Mg, = MgM,

- *
M—Mf

Bezeichnet 1 die konstante Einsfunktion auf €2, so gilt ferner
M]_ == :[L

Bemerkung:

Dies zeigt, dass M := {M; : f € L*(Q,X%,u)} eine unitale *-Unteralgebra von
B(L3(Q, %, u)) ist. Man kann zeigen, dass es sich hierbei sogar um eine sog. von Neu-
mann Algebra handelt.

(e) Fir f € L*(Q, %, u) gilt:
M ist stetig invertierbar <  f istin L*(Q, X, u) invertierbar

Hinweis zur Implikation "=>":

Nehmen Sie an, ein f € L*(Q, %, u) sei in L*(£, %, u) nicht invertierbar, aber M, besitze
eine stetige Inverse T. Konstruieren Sie nun eine Folge von Einheitsvektoren (g, ),ey in
L%(Q, %, ), sodass (Mfgp)nen eine L2-Nullfolge ist und fithren Sie dies zu einem Wider-
spruch.

(f) Definieren wir das Spektrum von M f durch
o(My) := {A € C: My — Al nicht stetig invertierbar}

so gilt
o(M;)=essIm f.
(g) M; ist genau dann nicht injektiv, wenn es ein A € X gibt, sodass f|, = 0 und u(A) > 0

gilt. Folgern Sie hieraus, dass ein A € o(M;) genau dann Eigenwert von M ist, wenn
u(f 71 ({A})) > 0 gilt.




(h) Ist Q = {wq,...,wy}, Z=P(Q) und u das Zédhlmal auf (2, %), so gibt es Isomorphismen

Cn
D,(C)

L*(Q,%, 1)
M

1112

Wie kénnen Sie das Spektrum eines Multiplikationsoperators M; € M via M = D,(C)
charakterisieren?.

Bemerkung: Diese Beobachtung zeigt, dass Multiplikationsoperatoren eine natiirliche Ver-
allgemeinerung der Diagonalmatrizen sind.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Projektionswertige MalRe und Spektralprojektionen in der linearen Algebra)
Es sei M € M,, ,(C) eine normale Matrix. Fiir A € C sei

Hy; :={xeC": Mx=Ax}

und P, bezeichne die orthogonale Projektion auf 7.

(a) Zeigen Sie: Genau dann ist P, # 0, wenn A ein Eigenwert von M ist.

Definition:

Es sei (2, X) ein Messraum. Eine Abbildung P : 3 — M, ,(C) hei3t projektionswertiges Maf3,
wenn gilt:

* Fiir alle A € X ist P(A) eine orthogonale Projektion.
e Esgilt P(0) =0 und P(Q2) = 1.

* Fiir eine Folge paarweiser disjunkter, messbarer Mengen (A )iy in Z gilt

P (UAk) £ = ZP(Ak)g VEeCn
k=1 k=1

(b) Es bezeichne B die Borel o-Algebra auf C. Zeigen Sie, dass durch die Abbildung

P:B — M,,(C)

AH;G:APA

ein projektionswertiges Maf auf (C,B) definiert wird. Hierbei ist "), _,...” als Summe
iiber diejenigen A zu verstehen, fiir welche P, # 0 gilt. Fiir ein A € B heil3t P(A) die
Spektralprojektion von A.

”

(c) Bestimmen Sie die Spektralprojektion der sog. Pauli-Matrizen:

(1 0 (0 —i (01
9%=\lo -1 ) 99T\i o) 9T\ 10




(d) SeiU € M,,,(C) eine unitire Matrix mit
M = Udiag(A4,...,A,)U"

wobei A4, ..., A, die Eigenwerte von M bezeichnen. Fiir eine Funktion f : {A4,...,A,} = C
setzen wir

f(M) :=Udiag(f (A1), ..., f(A,)NU"

Beweisen Sie, dass

fon= > f(P,

Aeoc(M)

gilt.

Bemerkung: Die obige Gleichung kann als Integral beziiglich des projektionswertigen Maf3es
P verstanden werden.




