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Aufgabe G1 (Triviale Quotienten)
Sei V ein Vektorraum. Wir betrachten die linearen Abbildungen

f:V-oV, vev, fo: VoV, v—0.

Aus dem Homomorphiesatz folgt, dass es zugehorige lineare Abbildung fi:V/kerf; —» V und
fo : V/ker f, — V gibt. Die Isomorphie welcher Vektorraume kann man daraus schlieZen?

Aufgabe G2 (Quotienten und Affine Teilrdume)
Wir betrachten den Vektorraum R? und den vom Vektor (1,—1)7 aufgespannten linearen Teil-
raum U C R?.

(a) Skizzieren Sie die affinen Teilrdume () + U, (3)+Uund (1) +U.
(b) Zeigen Sie: Fiir jeden Vektor (§) € R? gilt:

($)+u=4{(3) €R2|x+y=a+b}.
(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung
¢:V/U->R, (})+U—a+b

ein wohldefinierter Vektorraum-Isomorphismus ist. Wie lasst sich diese Abbildung anhand
Ihrer Skizze interpretieren?

Aufgabe G3
Seien V;,V, Vektorraume und U; € V;, U, C V, jeweils lineare Teilrdume. Sei f : V; — V, eine
lineare Abbildung. Wann ist die Abbildung

F:V1/U; > V,/Uy, F(v+Uy)=f(v)+U,

fiir alle v € V; wohldefiniert? Finden Sie ein notwendiges und hinreichendes Kriterium.




Hauslibung

Aufgabe H1 (Duale Ridume)
Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K und W C V ein linearer
Teilraum. Wir bezeichnen mit

n:VoV/W, vov+W
die natiirliche Quotientenabbildung. Wir betrachten die Dualrdume
V* =Hom(V,K), (V/W) =Hom(V/W,K).
und die zu 7t gehorige duale Abbildung
n:(V/W)Y->V" w—wor.

(a) Machen Sie sich klar, dass * eine wohldefinierte, lineare Abbildung ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung 7* injektiv ist.

(c) Das Bild n*((V/W)*) ist ein Untervektorraum von V*. Wie gro ist die Dimension des
Quotientenvektorraumes

V¥t ((V/W))?

Aufgabe H2 (Quotient vs. Komplement)

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Erinnern Sie sich,
dass es einen Untervektorraum W C V gibt mit V = U @ W. (Warum nochmal? Vgl. 7. Ubung,
Aufgabe G2). Zeigen Sie: Fiir jeden Untervektorraum W C V mit V = U @ W ist der Vektorraum
W isomorph zum Quotienten V /U.

Aufgabe H3 (Quotienten in Funktionenrdumen)
Betrachten Sie den reellen Vektorraum % (R, R) aller Funktionen f : R — R und die Teilmenge

U:={f e Z([R,R)|Vxe[0,1]: f(x)=0}.

(a) Zeigen Sie, dass U ein linearer Teilraum von % (R, R) ist.

(b) Zeigen Sie: Der Quotientenvektorraum Z(R,R)/U ist isomorph zum Vektorraum
Z([0,1],R) aller Funktionen f : [0,1] — R.




