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Aufgabe G1 (Aquivalenzrelationen)
Erinnern Sie sich: Eine Relation auf einer Menge M ist eine Teilmenge R € M X M. Eine Relation auf M heil3t
Aquivalenzrelation, falls fiir alle x, y,z € M gilt

(a) reflexiv: (x,x) €R,

(b) symmetrisch: (x,y)€R = (y,x) €R,

(¢) transitiv: (x,y),(y,z) €R = (x,2z) €R.
Anstelle von (x, y) € R schreibt man oft auch x ~; y oder, falls die Relation durch den Kontext gegeben ist, auch
x ~ y. Fiir ein Element x € R heift die Menge [x] := {y € M | y ~ x} die Aquivalenzklasse von x.

(a) Finden Sie mindestens 3 Aquivalenzrelationen, die in Ihrem Alltag eine Rolle spielen, z.B. auf der Menge aller
Studenten, der Menge aller Produkte im Supermarkt, auf der Menge der Lineare-Algebra-Ubungsaufgaben
etc.

(b) Vielleicht erinnern Sie sich auch noch an Aufgabe G4 der 6.Ubung. Dort haben wir eine feste natiirliche Zahl
n > 2 die Mengen [x] := {x+nk | k € Z}, x € Z betrachtet. Machen Sie sich klar, dass auf den ganzen Zahlen
M := 7 wie folgt eine Aquivalenzrelation definiert ist:

X~y — [x]=1y].

Machen Sie sich auch klar, dass [x] tatsichlich die Aquivalenzklasse von x ist. Die Notation ist also konsistent.
(c) Wir betrachten die Menge M,(R) aller reellen (2 x 2)-Matrizen und definieren eine Relation auf M,(R) durch

A~B = AB =BA

Zeige oder widerlege, dass es sich dabei um eine Aquivalenzrelation handelt.

(d) Auf R" definieren wir eine Relation wie folgt: Es sei x ~ y genau dann, wenn es eine invertierbare Ma-
trix A€ M,(R) gibt mit Ax = y. Zeigen Sie, dass es sich tatsichlich um eine Aquivalenzrelation handelt.
Bestimmen Sie fiir jedes Element x € R" die Aquivalenzklasse [x] € R".

Loésungshinweise:

(c) Keine Aquivalenzrelation: Zwar gilt A ~ E fiir jede Matrix A, aber nicht A ~ B fiir alle Matrizen A und B.

(d) Reflexiv: x =E - x.
Symmetrisch: Ist x = Ay mit einer invertierbaren Matrix A, so ist y = A™!x.
Transitiv: Ist x = Ay und y = Bz, so folgt x = ABz.
Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen, ndmlich {0} und R" \ {0}. Fiir zwei Vektoren x,y # O erginzt man
jeweils zu einer Basis x = xq,Xs,...,X, und ¥ = y;,¥s,...,¥, von R". Fir die invertierbaren Matrizen
S:=(xq,...,x,)und T :=(y1,...,¥, gilt dann

x=ST ly.




Aufgabe G2 (Dreiecksmatrizen)
(a) Beweisen Sie, dass das Produkt zweier quadratischer oberer Dreiecksmatrizen wieder eine obere Dreiecksma-
trix ist.
(b) Wann ist eine obere Dreiecksmatrix invertierbar? Finden Sie ein notwendiges und hinreichendes Kriterium.
(c) Zeigen Sie, dass die Inverse einer invertierbaren oberen Dreiecksmatrix wieder eine obere Dreiecksmatrix ist.

(d) Wann ist eine obere Dreiecksmatrix A nilpotent, d.h. wann gibt es ein n € N mit A" = 0? Finden Sie ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium.

Loésungshinweise:

(a) Seien D, und D, obere Dreiecksmatrizen. Seien (q;;) die Koeffizienten von D,, (b;;) die Koeffizienten von D,
und (c;;) die Koeffizienten von D, D,. Zu zeigen ist ¢;; = 0 flir i > j. Sei also i > j. Es ist

n
Cij = E aigcby;-
k=1

Da nach Voraussetzung a;, = O fiir i > k und b; = O fiir k > j. Wegen i > j verschwinden damit alle
Summanden, und somit gilt ¢;; = 0.

(b) Eine obere Dreiecksmatrix ist genau dann invertierbar, wenn alle Diagonalelemente von Null verschieden
sind, denn genau dann sind die Spalten linear unabhéangig.

(c) Man betrachtet den Gauf3-Jordan-Algorithmus zum Invertieren der gegebenen oberen Dreicksmatrix D:

d; 1
D:DO: '.. '.. :En:HO
d, 1

Der Algorithmus hat fiir jedes k (k =n,...,1) die folgenden Schritte: Ist d; # O, dann teile die aktuelle k-te
Zeile durch d;, und addiere so Vielfache der neuen k-ten Zeile zu den dariiberliegenden, daf} alle Elemente
oberhalb von d; zu Null werden. Fiithre diese Operationen simultan auch an E,, aus.

Ist ko der erste (also grofite) Index mit dko = 0, so stehen rechts von dko bereits (ebenso wie links von dko)
nur Nullen, man erhilt also eine Nullzeile und die Matrix ist nicht invertierbar. Ist kein d;, = 0, so ist D
invertierbar.

Wir zeigen nun, daf die an E, simultan ausgefiihrten Operationen auf eine obere Dreiecksmatrix fithren. H
ist eine obere Dreiecksmatrix. Die Multiplikation einer Zeile mit einer von Null verschiedenen Zahl &ndert
daran nichts. Werden Vielfache der k-ten Zeile einer oberen Dreiecksmatrix zur [-ten Zeile (I < k) addiert,

neu

so bleibt die Matrix ebenfalls eine obere Dreiecksmatrix, denn fiir i < I(< k) ist aj* = aj; + ca;; = 0, da
a;; = a;; = 0. Also ist A™! eine obere Dreiecksmatrix.

(d) Eine obere Dreiecksmatrix A =: (a; ;); ; ist genau dann nilpotent, wenn alle Diagonaleintrége verschwinden.
Ist ndmlich ein Diagonaleintrag a;; # 0, so ist der entsprechende Diaognaleintrag von A" =: (agrjl.))i,j genau

durch aE)’? = aEl. # 0 gegeben (Induktion). Umgekehrt, verschwindet jeder Diagonaleintrag, so ist A€ fiir
1 < k < n eine Matrix, in der auch die (k — 1)-te Nebendiagonale Null ist (Induktion). Insbesondere ist dann
A" =0.

Aufgabe G3
Sei M eine beliebige Menge und V ein Vektorraum. Zeigen Sie, dass die Menge aller Funktionen f : M — V einen
Vektorraum bilden. Definieren Sie als erstes eine geeignete (einfache) Addition und Skalarmultiplikation.

Losungshinweise: Die kanonische Addition und Skalarmultiplikation ist gegeben durch

(f +8)x) == f(x) +g(x), (A-f)x):=2-f(x).

Die Axiome eines Vektorraumes rechnet man einfach nach.




Aufgabe G4 (Aquivalenz von Matrizen)
Zwei (n x n)-Matrizen A, B heiBen dhnlich, falls es eine invertierbare Matrizen S € M,, gibt mit

B=SAS™'.

(a) Zeigen Sie, dass , Ahnlichkeit“ tatsdchlich eine Aquivalenzrelation auf M, (R) definiert.
(b) Welche der folgenden Matrizen sind dhnlich?

G o) 63 o) Qo) )

Beweisen Sie ihre Behauptung.

Loésungshinweise:

(a) Reflexiv: Klar, A= EAE™".
Symmetrie: Ist B = SAS™!, so gilt A= S™!BS.
Transitivitit: Ist B=SAS™ und C = TBT ™}, so gilt C = (TS)A(TS) ..

(b) Die Einheitsmatrix ist nur zu sich selbst dhnlich, denn SES™! =S.
Weil dhnliche Matrizen den gleichen Rang haben, ist (39) zu keiner anderen der Matrizen dhnlich.
Die Matrizen (§ 3) und (§9) sind mit der Transformationsmatrix S := (9 §) (Vertauschen der Basisvektoren)
zueinander dhnlich. Aus dem gleichen Grund sind auch die Matrizen () und (99) zueinander &hnlich.
Die Matrizen A:= ({3) und B := (3 9) sind allerdings nicht untereinander &hnlich. Z.B. ist A nicht nilpotent
(sogar eine Projektion, d.h. A%> = A), wihrend B2 = 0 gilt.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Basiswechsel vorwiérts)
Wir betrachten die R-Vektorrdaume R? und R® und in diesen die Basen

0 -1 1

s=((2). () some= ([ ][]
-1 1 0
() (O)) s [ o)1) ¢
0 0 1

Eine lineare Abbildung v € Hom(R?, R?) ist gegeben durch

1 2 3
[T = (3 4 5)'

-

und die Standardbasen

Jut
(=)
o

-

(a) Bestimmen Sie [Qp]gz

6
(b) Gegeben sei weiterhin ein Vektor v € R® durch [v] g = | 7 |- Bestimme [ (v)].
8
Loésungshinweise:
(a) Es gilt

-1
(15 = lidge 5, - (Y15 - [ide )2 = [idgal?, - (w15 - ([idal, ) -
Aus der Gestalt der Basen ergibt sich sofort

0 1 0 -1 1

[idR2]§2:(1 o) und  [idgs]p=| 1 0 1
-1 1 O




Die Inverse der letzten Matrix bestimmt man mit Hilfe des Gau3-Algorithmus.

1 100\ (1 -12 110\ . (1-1 2 1 10
1 01 o101 o1 o010 R 0 -1 -100
-1 1 0 001 -1 1 0 00 1 0 0 2 1 11
1 1 1
[+I1, 1115 1o 1 0 10 I—II1, II+111 boo K
w20 1 -1 —100‘@»*010—%%%
1 1 1
00 1 2 2 3 00 1 11
D.h. es gilt
o (-1 1 -1
([ng]Ea) =511 1
1 1 1

Mit Hilfe der ersten Formel ergibt sich also

[]E3_101 1 2 3 :11_11_101 0 6 4\ (-1 6 3
Ye=511 0)(3 4 5 .1 1) 2\ oj{-2126/" 0 3 2)

(b) Es gilt
Wa =0 und  [7)c = [idg]2 (), = ([idselS,) [z,
Daraus ergibt sich
-1 1 -1 6
_, . -1 171 2 3
@l = g (leels) s =5 (5 3 ) |7

_ vz [ 1y _(w
_234521_2120_60'

Aufgabe H2 (Basiswechsel riickwiérts)
Beziiglich der Basis

sei der Endomorphismus ¢ : R® — R® gegeben durch

1 0 0

[plz=]| O cos(z?”) —sin(z?")

0 sin(%“) cos(%”)

Gib eine geometrische Interpretation dieser Abbildung an. Bestimme nun die Matrix von ¢ beziiglich der Standard-
basis.

Hinweis: cos(%£) = -1, sin(%%) = ?




1
Losungshinweise: Dieser Endomorphismus ist die Drehung um 120° um die Achse R | 1
1

Die Ubergangmatrix ist

L o =2
2oL
S:= [id]% = B2 Je
3 IR
V3 V2 V6
und seine Inverse ist
1 1 1
V3 V3 V3
si=| 0 %
2 £ 7
v6 V6 V6

Die Matrix von ¢ bzgl. der Standardbasis ist

S[¢]BS_1 =

o = O
_= O O
o O

Aufgabe H3 (Basiswechsel, frei)
In der Vorlesung haben Sie gesehen, dass jede Matrix A dquivalent zu einer Matrix der Form

(570

ist. Bestimmen Sie fiir die folgende Matrix A konkrete Matrizen S und T, sodass SAT von obiger Form ist:

A=

—_ O
N = O
U N

Losungshinweise: Wir bestimmen zuerst den Kern von A. (Rechne, rechne!) Dieser wird von dem Vektor v5 :=
(1,2,—1)7 erzeugt. Es folgt, dass A Rang 2 hat und somit dquivalent zu folgender Matrix ist:

1 00
B:=|]0 1 0
0 0 O

Wir erginzen zu einer Basis von R?, z.B. durch v; :=(1,0,0)T und v, :=(0,1,0)”. Damit setzen wir

I 10 1
T:=1v; vy v3|=[0 1 2
I 0 0 -1

Der Rang von A ist 2. Die ersten beiden Spalten w; := (1,0,1)T und w, := (0,1,2)7 sind linear unabhingig und
fiir die dritte Spalte gilt (1,2,5)7 = —(w; + 2w,). Wir erginzen zu einer Basis wy,w,, w; von R%, z.B. durch
ws :=(1,0,0)T und setzen damit

| | | 1 01
Si=|w; wy wy|=10 2 0
| | | 1 20
Nach Konstruktion gilt dann
ATel =Ael - Wl N AT62 =A62 == Wz B AT@B =Al/3 == 0 B
SB€1:S€1:W1, 53622562:W2, SBe?,:S'OZO,

d.h. es gilt AT = SB, also S™'AT = B.
Bemerkung: In der Konstruktion hat man viele Freiheiten, es gibt noch viele weitere Moglichkeiten die Transfor-
mationsmatrizen zu wahlen.




