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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Minitest)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen iiber lineare Gleichungssysteme im R" im Allgemeinen wahr sind und
begriinden Sie Thre Antworten. Betrachten Sie das Gleichungssystem

[]

[]

[]

a11x1+
a1 X1+

Die Losungsmenge enthélt die Null in R" genau dann,
wenn das System homogen ist.

Ist die Anzahl der Gleichungen m groRer als die Zahl
der Variablen n, so hat das System keine Losungen.

Es gibt nur dann eine Losung, wenn mindestens ein
Koeffizient a;; gleich Null ist.

Losungshinweise:

[]

[]

[]

Richtig: die Null in R" ist eine Losung genau wenn
alle Koeffizienten b; sind Null.

Falsch: Betrachten Sie das System ji zg mit zwei

Zeilen und einer Variable.
Falsch: Betrachten Sie das System x = 0.

Aufgabe G2 (Berechnen des Inversen)

+a;,x, = by

+a0 X5

[]

L]

L]

[]

L]

[]

=b,

Das System hat genau dann eine Losung, wenn es in
Stufenform gebracht werden kann.

Ist bei einem homogenen System die Anzahl der Glei-
chungen m kleiner als die Anzahl der Variablen n, so
gibt es Losungen, die nicht gleich Null sind.

Ist der Rang gleich der Anzahl der Variablen, so ist
das System eindeutig l6sbar.

Falsch. Jedes lineare Gleichungssystem kann in Stu-
fenform gebracht werden.

Richtig. Denn dann gibt es mindestens eine Pivotva-
riable, die ungleich Null gewahlt werden kann.

Richtig. Es gibt in diesem Fall keine Pivotvariablen

Berechnen Sie mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus das Inverse der folgenden Matrix mit Eintrdgen in dem Korper Zs:

(1]
(4]
(3]

A=

[2]
[1]
[4]

[3]
[2]
(1]




Losungshinweise: In Zg gilt [2] - [3] = [1] und somit

(1] [2] [3]|I[1]
(4] [1] [2] (1]
(3] [4] [1] [1]
(1] [2] [3]][1] [o] [O]
(o] (3] [o]|[1] [1] [O]
(o] [3] [2]][2] [o] [1]
(1] [2] [3]|[1] [o] [0O]
(3] [o]|[1] [1] [o]
(o] [2]|[1] [4] [1]
(1] [2] ([3]] (1] [o] [O]
(1] (2] [2] [O]
[1] | [3] [2] [3]
(1] [2] [o]|[2] [4] I[1]
(1] (2] [2] [0]
(1] ]3] [2] [3]
[1] (3] [o] [1]
(1] (2] [2] [0]
(1] ] [3] [2] (3]
Die Inverse von A ist also
(3] [o] [1]
A= |[2] [2] [0]
(3] [2] [3]

Aufgabe G3 (Basis mittels Gauf3-Algorithmus)
Bestimmen Sie mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus eine Basis des linearen Teilraums, der von den folgenden Vektoren auf-

gespannt wird:
1 1 3 -2 2
1 > 2 1> -1 /> 0 3 -3 .
-3 4 -2 1 0

Losungshinweise: Wir betrachten die Matrix, welche die gegebenen Vektoren als Zeilenvektoren enthélt und bringen
diese mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus auf Stufenform. Die Zeilen der entstehenden Matrix, welche nicht Null sind, sind
dann die gesuchten Basisvektoren.

1 2 1 -3 1 2 1 -3 1 21 -3 1 2 1 -3
1 3 2 4 0 1 1 7 01 1 7 0 1 1 7
3 2 -1 -2 |~| 0 —4 -4 7 |~»] 0 0 O 35 |~ 0 0 O 35
-2 =2 0 1 0 2 2 -5 0 0 0 —-19 0 0O 0
2 -1 -3 0 0 -5 -5 6 0 0 O 41 0 0 O 0
1 0 0
. 2 1 0 . .. . 4
Die Vektoren 1 |1 und 0 bilden somit eine Basis des betrachteten Untervektorraums von R*.
-3 7 35

Aufgabe G4
Beschreiben Sie die folgenden Operationen durch Matrixmultiplikation. Genauer: Finden Sie jeweils eine Matrix A, so
dass die Multiplikation mit A von links oder von rechts folgendes bewirkt:

(a) Das Vertauschen der i-ten und der j-ten Spalte.

(b) Das Multiplizieren der i-ten Spalte mit einem Skalar A.

(c) Das Addieren der i-ten und der j-ten Spalte.

(d) Das Addieren des A-fachen der i-ten Spalte zur j-ten Spalte.

Warum kann man beim Berechnen des Inversen einer Matrix mittels Gauls-Algorithmus auch nur Spalten- statt Zeile-
numformungen verwenden? Warum darf man nicht Zeilen- und Spalten-Umformungen verwenden?




Losungshinweise: Die Multiplikation von links bewirkt eine Operation auf den Zeilen, die Multiplikation von rechts auf
den Spalten.

(a) Eine 1 in der i-ten Zeile, j-ten Spalte und in der j-ten Zeile, i-ten Spalte und sonst Nullen.
(b) Diagonalmatrix mit A in der i-ten Zeile und sonst Einsen auf der Diagonalen.

(c) Einsen auf der Diagonalen und eine Eins in der i-ten Zeile, j-te Spalte, sonst Nullen.

(d) Einsen auf der Diagonalen und A in der i-ten Zeile, j-ten Spalte, sonst Nullen.

Wiirde man beim Invertieren von A sowohl Zeilen als auch Spaltenumformungen machen, so wiirde man dadurch Matri-
zen B; und B, finden mit B;AB, = E, fiir die man das Produkt B, B, kennt. Die Inverse von A lasst sich daraus aber im
Allgemeinen nicht bestimmen.

Aufgabe G5
Ein Kreis im R? ist gegeben durch die Lésungen eine Gleichung der Form

(x;—a)?+(x,— b)Y =c 1

mit Konstanten a, b,c € R und ¢ > 0.
(a) Welche geometrischen Grofien des Kreises werden durch die Konstanten a, b und ¢ beschrieben?

(b) Um die Konstanten a,b und ¢ mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems bestimmen zu konnen, muss man zu-
néchst eine Umformung durchfiihren. Ausmultiplizieren der Gleichung (1) und Subtrahieren von a? + b? ergibt die
Gleichung x7 — 2ax; + x5 — 2bx, = ¢ — a® — b®. Setzt man nun noch ¢ = ¢ — a® — b?, so erhilt man die Gleichung

xf—Zaxl +x§—2bx2 =C. (2)

Welche Bedingungen miissen nun fiir die Konstanten a, b und ¢ gelten, damit die Gleichung (2) einen Kreis be-
schreibt?

(c) Berechnen Sie den Mittelpunkt und den Radius des Kreises durch die Punkte (—1,3), (0,4) und (4, —2) mit Hilfe
des Gaul3-Algorithmus.
Losungshinweise:
(a) Der Punkt (a, b) ist der Mittelpunkt des Kreises. Das Quadrat des Radius ist c.

(b) Es muss natiirlich a,b,¢ € R gelten. Eine weitere Bedingung ergibt sich aus 0 < ¢ = ¢+ a? + b2, d.h es muss
¢ > —a? — b? gelten.

(c) Durch Einsetzen der Werte in die Gleichung (2) erhélt man das Gleichungssystem

1 + 2¢ + 9 — 6b = ¢
0 — 0 + 16 — 8 = ¢
16 — 8 + 4 + 4b = C.

Daraus ergibt sich durch vertauschen der letzten beiden Zeilen

20 — 6b — ¢ = -10
~8a + 4b - T = -20
- 8 - ¢ = -16.

Addiert man das 4-fache der ersten Gleichung zur zweiten, so ergibt sich

2a¢ — 6b — ¢ = -10
— 20b - 5¢ = -60
- 8 - ¢ = -16.

Nun dividiert man die zweite Gleichung durch —5 und erhélt

2¢ — 6b — ¢ = -10
+ 4 + T = 12
- 8 - ¢ = -16.




Durch Addition des Zweifachen der zweiten Gleichung zur Dritten ergibt sich

2a¢ — 6b — ¢ = -10
+ 4 + ¢ = 12
+ ¢ = 8.
Nun kann man die Losung berechnen:
¢ = 8
12—-¢ 12-8
b = = =1
4 4
-10+¢+6b —-10+8+6 9
a p— — p—l
2 2

Weiter ergibt sich c =¢+a%?+b?=8+22+12=13.
Der Mittelpunkt des Kreises ist also der Punkt (2, 1) und der Radius ist v/13.

Hausiibung
Aufgabe H1 (4 Punkte)
Es seien
1 -2 0 3 -1 1 0
-2 0 3 -1 4 2 4
A= 0 3 -4 1 -5]|’ by = 21’ by = -3
-3 5 -1 -3 0 1 1

Ist das Gleichungssystem Ax = b; bzw. Ax = b, 16sbar? Bestimmen Sie ggf. die Losungsmenge mittels Gauf3-Algorithmus.
Losungshinweise: Wir bestimmen rankA und rank (A|b), j = 1,2, Mithilfe des Gauss-Jordan-Algorithmus:

1 -2 0 3 -1 1 0
-2 0 3 -1 4 2 4
0 3 —4 1 -5 2] -3
-3 5 -1 -3 0 1 1
1 -2 0 3 -1 1 0
0 —4 3 5 2 4 4
0 3 —4 1 -5 2| -3
0 -1 -1 6 -3 4 1
1 -2 0 3 -1 1 0
0o -1 -1 6 -3 4 1
0 0 7 —19 14 | —12 0
0 0o -7 19 -—-14 14 0
1 -2 0 3 -1 1 0
0 -1 -1 6 -3 4 1
0 0 7 —19 14 | —12 0
0 0 0 0 0 2 0

Wir sehen direkt, dass Ax = b; nicht losbar ist.

Nun bestimmen wir die homogene Losung des Gleichungssystems: wir kénnen x5 und x, frei wéhlen, und erhalten
Xq = %x‘t — 2Xs5, X9 = %x“ — x5 und x; = %x“ + Xs.

Nun brauchen wir noch eine spezielle Losung von Ax = b, und setzen dazu die Nicht-Pivot-Variablen gleich Null, also

-2
-1
X4 = x5 = 0 und erhalten x3 =0, x, = —1 und x; = —2, also z.B. x, = | 0 |. Damit ist die allgemeine Losung des
0
0
linearen Gleichungssystems Ax = b, von der Form
-2 25 1
-1 23 -1
x=1 0 |+A2]19|+p]| -2 mitd, u € R.
0 7 0
0 0 1




Aufgabe H2 (Basiswechsel) (4 Punkte)
Sei &, (R) der Vektorraum aller Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad kleiner gleich n. Wir betrachten die lineare
Abbildung

@ : P(R) = P(R),  @(p)(x) := xp(x),

und die Vektoren p;(x) := x!, q;(x) := (x + 1)’ fiir i = 0, 1,...,3. Man macht sich leicht klar, dass dann B := (py, p1,P>)
eine Basis von Z,(R) und

C :=(Po>P1,P2,P3) » C":=(q0,91,92,93)

jeweils Basen von &5(R) sind. Bestimmen Sie die Matrix [cp]g und [ga]lé,.

Loésungshinweise: Um [(p]g zu bestimmen, betrachten wir die Bilder der Basisvektoren aus B unter ¢. Es gilt

¢(Po) =p1, 0(p1)=ps3, ¢(p2)=ps3.

Daraus ergibt sich

mrm

hS)

—

oW

I
coro
o~ oo
o oo

Es gilt [¢]?, = [id]¢, [¢]3. AuBerdem ist die Matrix [id], gleich der zu [id]g/ Inversen Matrix. Um [id]g/ zu berechnen,
stellen wir die Elemente von C’ bzgl. der Basis C dar.

1 =1
(x+1) =1 + «x
(x+1)® =1 + 2x + x?
(x+1® = 1 + 3x + 3x*2 + x®
Also gilt
1 1 1 1
/ 01 2 3
. a9C _
dle =10 0 1 3
0 0 0 1

Die Inverse dieser Matrix bestimmt man wie folgt mittels des Gaul3-Algorithmus.

1 1 1 1 1 0 0 O 1 0 -1 -2 1 -1 0 O
01 2 3 01 0 O 111 01 2 3 0O 1 00
0 01 3 0 0 1 O 0 0 1 3 0O 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O 1 0O 0 01
1 0 0 1 1 -1 1 O 1 0 0 O 1 -1 1 -1
+ni-21a1 |01 0 =3 0O 1 -2 O|r1-vu+3mvmu-31v |0 1 0 O o 1 -2 3
~w> ~S
0 01 3 0 o0 1 0 0 01 O 0 O 1 -3
0 0 0 1 0 O 0 1 0 0 0 1 0 O 0 1
Es ergibt sich also
1 -1 1 -1
AN O 1 —2 3
:17C - 11C
[id]g, = ([ld]c ) 0 0 1 -3
0 0 0 1
D.h. es gilt
1 -1 1 -1 0 0 O -1 1 -1
o 1 -2 3 1 0 O 1 -2 3
B _ r:q1C B _ _
lele=ldalele=1 o o 1 -3 o10 |~ o 1 -3
0 0 0 1 0 0 1 0 0 1




Aufgabe H3 (Hamming-Abstand) (8 Punkte)
Betrachten Sie den Vektorraum (Z/27)" = {0, 1}" tiber dem Korper Z/27Z. In der Informatik wird ein Vektor x € {0, 1}"
als Bit-String interpretiert. Eine Teilmenge C C {0,1}" heilt auch Code. Fiir zwei Vektoren x = (x,...,x,) und y =
(¥1,---,Yy) definieren wir ihren Abstand d(x, y) als die Anzahl der verschiedenen Stellen, d.h.

d(x,y):=|{i:1§i5n, xi;éyi}|.
Dieser Abstand heit Hamming-Abstand. Fiir eine Teilmenge C € {0, 1}" definieren wir den inneren Hamming-Abstand
durch
H(C):=min{d(x,y) | x,y €C, x # y}.
(a) Zeigen Sie, dass d eine Metrik ist, d.h. zeigen Sie fiir alle x, y,z € {0,1}":
i. Definitheit: d(x,y)=0gdw. x=y.
ii. Symmetrie: d(x,y)=d(y,x).
iii. Dreiecksungleichung: d(x,y) <d(x,2z)+d(z,y).
(b) Zeigen Sie: Fiir alle x, y € {0,1}" gilt d(x, y) = d(x—Y, 0). Folgern Sie, dass fiir einen linearen Teilraum C < {0,1}"
gilt
H(C)=min{d(x,0)|0#x €C}.

(c) Sei C C {0,1}7 der lineare Teilraum der Lésungen des folgenden linearen Gleichungssystems:

X1+x2+x3+x4 =0
X1+ Xo + x5 + Xx¢ =0

Xl +X3 +x5 +X7:O.

Bestimmen Sie eine Basis des Teilraums.

(d) Bestimmen Sie den inneren Hamming-Abstand von C.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst H(C) < 3 (, dann H(C) > 1) und dann H(C) > 2.

(e) Sei weiter C der lineare Teilraum aus (c). Nehmen Sie an, Alice mochte an Bob einen Vektor x = (xq,...,X;) €
C {ibertragen, indem nacheinander jede einzelne Koordinate gesendet wird. Bei der Ubertragung kénnen Fehler
auftreten, sodass Bob einen Vektor y = (y,...,¥,) € {0,1}” empfingt. Erldutern Sie, dass Bob die Nachricht von
Alice eindeutig rekonstruieren kann, wenn bei der Ubertragung an hochstens einer Stelle ein Fehler aufgetreten ist.

(f) Nehmen Sie konkret an, Bob empfingt y := (0,1,1,1,0,0,1) und nehmen Sie an, dass hochstens an einer Stelle
ein Ubertragungsfehler passiert ist. Was hat Alice gesendet?
Losungshinweise:

(a) Wir beschrénken uns auf die Dreiecksungleichung:

dGe,z) =i 1<i<7, x; #z}| <|[{i:1<i<7, x, #y}U{i: 1<i<7, yi #z}
<|{i:1<i<7, x#2y}+[li:1<i<7, y; #z} =dx,y)+d(y.2).

(b) Folgt direkt daraus, dass x; # y; gdw. x; —y; # 0,

(c) Mittels Gau3-Algorithmus erhalten wir fiir den Teilraum die Basis
(1,1,1,1,0,0,0), (0,1,1,0,1,0,0), (1,0,1,0,0,1,0), (1,1,0,0,0,0,1).

(d) Es gilt H(C) < 3 weil die letzten drei Basisvektoren Hamming-Abstand 3 zur Null haben. Weiter gilt H(C) > 1,
denn die kanonischen Basisvektoren liegen alle nicht in C. Aullerdem liegen alle Vektoren e; + e;jmit1 <i,j<7,
i # j nicht in C, weil sie eine der Gleichungen nicht erfiillen. Somit gilt auch H(C) > 2.

(e) Ist y hochstens eine Stelle von x verschieden, so gilt d(x, y) < 1. Fiir jeden Vektor y € {0,1}” gibt héchstens einen
Vektor x € C, der sich von y in hochstens einer Stelle unterscheidet, d.h. mit Hamming-Abstand d(x, y) < 1. Gédbe
es namlich zwei verschiedene solche Vektoren x;, x, € C, so wiirde gelten

d(xy,x5) <d(xy,y)+d(y,x3) =d(xy,y)+d(xp,y) <1+1=2.

Dies widerspricht aber H(C) = 3.

Zur Rekonstruktion: Liegt y nicht bereits selbst in C, so lésst sich die tatsdchlich Nachricht rekonstruieren, indem
man y an jeder einzelnen Stelle verdndert und priift, ob der resultierende Vektor x in C liegt.




() Firy=(0,1,1,1,0,0,1) ist x :=(0,0,1,1,0,0, 1) die tatsdchliche Nachricht.

Aufgabe H4 (Wann sind affine Teilrdume gleich?) (4 Punkte)
Sei V ein Vektorraum. Zeigen Sie: Fiir Vektoren x, y € V und lineare Teilrdume U, W C V sind dquivalent:
(@ x+U=y+W. ) U=Wund (x —y) eU.

Losungshinweise: Angenommen, es gilt @+ U = b+W.Ausb=b+0€b+W=3a+U folgt b+U=a+U=b+W.
Sei nun @ € U dann gilt b+ e€b+U=b+W, woraus sich sofort i € W ergibt. D.h. es gilt U C W. Analog ergibt sich
W C U. Insgesamt ist also W = U und auch b-deU.

Zur Umkehrung: Angenommen, es gilt U =W und b — & € U. Dann folgt sofort d+U=b+U=Db+W.

Nicht vergessen:

Anmeldung zum Mentorensystem bis zum 05.01.2012.
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Studienanfanger Lehramt Gymnasium Mathematik {iber die Seite
https://www3.mathematik.tu-darmstadt.de/evs/e/23/983.html



https://www3.mathematik.tu-darmstadt.de/evs/e/23/982.html
https://www3.mathematik.tu-darmstadt.de/evs/e/23/983.html

