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Aufgabe G1
Betrachten Sie fiir die folgenden (m x n)-Matrizen jeweils die durch x — A;x gegebene Abbildung ¢, : R — R™.
4
010
A=(1 2 3) Ay:=1|5 Ay = (1 0 1)
6
1 2 1
1 3 4 1 2
A4:=( ) A5:=( ) Ag:=|1 1 2
2 6 8 3 4 3 4 5

Welche der Abbildungen sind injektiv, surjektiv bzw. bijektiv? (Wie kann man dies an den Matrizen ablesen?) Geben Sie
jeweils die Dimension des Bildes und des Kerns von ¢ an.

Losungshinweise: 1) Die Abbildung ist surjektiv, wenn die Zeilen linear unabhéngig sind, injektiv hingegen, wenn die
Spalten linear unabhingig sind.

Damit sieht man sofort, da’ ¢, surjektiv, aber nicht injektiv, ¢, injektiv, aber nicht surjektiv und ¢4 surjektiv, aber nicht
injektiv ist.

Die Zeilen von A, sind linear abhéngig, die Spalten sind schon aus Kardinalitdtsgriinden linear abhéngig, daher ist ¢,
weder injektiv noch surjektiv. Im Fall von A; zeigt man leicht, daf die Spalten linear unabhéngig sind, denn sonst miif3te
(da es zwei Vektoren sind) gelten:

A (:13) = (i) Aus der ersten Zeile folgt A = 2, was in der zweiten Zeile auf einen Widerspruch fiihrt. Da Zeilenrang
gleich Spaltenrang ist, folgt daraus, da’ ¢5 sowohl injektiv als auch surjektiv und somit bijektiv ist.

Bei Ay bemerkt man durch scharfes Hinsehen, daf® zweimal die zweite Zeile zur ersten addiert gerade die dritte ergibt.
(Wenn man nicht scharf hinsieht, ergibt auch der GauB3-Algorithmus, da3 die Zeilen linear abhéngig sind.) Daher ist @¢
nicht surjektiv und als eine Abbildung R®> — R® nach 5.1.5 auch nicht injektiv.

2) Der Rang der Abbildung ¢; ist gleich dem Zeilenrang (und damit auch gleich dem Spaltenrang) der Matrix A;. Es
ist nach 5.1.4 rank ¢ + dim(ker ¢) = n. Offenbar ist rank ¢; = rank¢, = 1. Daher ist dim(ker¢;) =3 —1 = 2 und
dim(kerp,) = 1 —1 = 0 (was auch Klar ist, da ¢, injektiv ist). Da die Zeilen (oder auch die ersten beiden Spalten)
von A; linear unabhéngig sind, ist rank ¢; = 2 und daher dim(ker ;) = 3 — 2 = 1. Der Zeilenrang von A, ist eins,
daher ist rank ¢, = 1 und damit dim(ker ¢,) = 3 — 1 = 2. Der Spaltenrang von As und damit auch rank p5 ist zwei und
dim(ker p3) =2—-2=0.

Die ersten beiden Zeilen von Ag4 sind offenbar linear unabhingig. Da nach a) rank ¢4 < 2, folgt rank ¢4 = 2 und daher
dim(ker p;) =3 —-2=1.

Aufgabe G2 (Basistransformation)

Wir betrachten den reellen Vektorraum R® zum einen mit der kanonischen Basis By, zum anderen mit der Basis
B= ((13_1: _1)T’ (1) 0’1)T’ (1; 1’1)T)

(a) Zeigen Sie, dass es eine lineare Abbildung ¢ : R* — R® gibt mit

21 0 100
[Plo=|1 3 -1 und [¢l2=]0 2 ©
11 1 0 0 3




(b) Bestimmen Sie die Transformationsmatrix |:id]g0 und verifizieren Sie

(1 o -1
[idP==|0 -2 2

B2
1 2 -1

(c) Bestimmen Sie die Matrix der inversen Abbildung [cp’l]g und damit [cp’l]gg.

Losungshinweise:
(a) Bezeichne mit b,, b,, by die Vektoren der Basis B. Wegen der Gestalt von [¢]5 gilt ¢(b;) = by, ¢(b,) = 2b, und
(¢ (bs) = 3bs. Man rechnet leicht nach, dass auch fiir die Matrix A := [cp]gg gilt

A [bl]Bo = [bl]BO 5 A [bz]BO = z[bZ]BO 5 A [bB]BO = 3[b3]B0 .
Die Matrix A beschreibt also auch die Abbildung ¢ bzgl. der kanonischen Basis Bj,.
(b) Die Matrix [id]g0 hat als Spalten die Koordinaten von b, b,, b; bzgl. der Basis By, also

1 11
lidl =|-1 0 1
-1 1 1

Die Matrix |:id]g0 ist die Inverse von [id] go. Fiir die angegebene Matrix rechnet man das leicht nach.

(c) Die Matrix [¢~']5, also die Inverse von [¢]5, ist leicht bestimmt (oder geraten). Die Inverse [~ '15 ist leicht

berechnet tiber

[0~ 150 = [id]}, - [0 '15 - [id];" -
(Als Kontrolle bietet sich an, ¢ ~!(b;) = by, ¢ 1(b,) = %bz und ¢~ 1(b3) = %b3 fiir die berechnete Matrix zu
iiberpriifen.)

Aufgabe G3
Fiir eine (n x m)-Matrix Matrix A =: (a;;)1<i<n1<j<m iSt die transponierte Matrix die (m X n)-Matrix mit AT =
(aj,i)lsism,lgjgn, d.h.

a1t Ap
Q1 Q2 7 Aim a e a
—. . . . T 1,2 n,2
A=: : : : - A =
Ap1 Apa2 " Apm
’ ’ ’ AQim """ Apm

Machen Sie sich klar, dass die Menge M, (R) aller reellen (n x n)-Matrizen einen reellen Vektorraum bilden. Wir betrachten
hier den Vektorraum M,(R) der (2 x 2)-Matrizen und die folgende lineare Abbildung:

¢ : My(R) = My(R), ¢(A):=3(A-A")

(a) Zeigen Sie p2? = .
Bemerkung: Lineare Abbildungen ¢ mit @2 = ¢ heiRfen auch Projektionen. Die obige Abbildung ist also eine Pro-
jektion.

(b) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns und des Bildes von ¢.

(c) Zeigen Sie M,(R) = (ker ) & (im ). Wie sieht die Matrix von ¢ beziiglich der von Thnen gew#hlten Basis von
M,(R) aus?

Losungshinweise:

(a) Nachrechnen.

(b) Die Vektoren A; := (39), Ay := (§9) und A; := (9}) liegen im Kern von ¢. Der Vektor A, := (% ) liegt mit
p(A4) =A, im Bild von .

(c) Die Gleichung V =ker ¢ @im ¢ gilt allgemein fiir Projektionen (vgl. Tutorium). Hier speziell sieht man aber sofort,
dass das eindimensionale Bild im ¢ = R - A, den Kern trivial schneidet. Somit bildet (4,,...,A,) eine Basis von ¢
und die Matrix von ¢ hat die Form




Aufgabe G4 (Affine Teilrdume, Fingeriibung)
Sei V ein reeller Vektorraum. Fiir einen Vektor v € V und eine Teilmenge S C V setzen wir v + S := {v +s | s € S}. Zeigen
Sie: Fiir eine nicht-leere Teilmenge A C V sind dquivalent:

(a) Es gibt einen Untervektorraum U C V und einen Vektor v € V mitA=v + U

(b) Fiir alle x,y € Aund alle A € R gilt auch Ax + (1 — A1)y €A.

Wie lasst sich die Bedingung (b) geometrisch interpretieren? Eine Teilmenge A, fiir welche diese Bedingungen erfiillt
sind, heil3t auch affiner Teilraum von V.

Losungshinweise: Die Implikation (a) = (b) rechnet man einfach nach. Fiir die Implikation (b) = (a) wéihlen wir x € A
beliebig, setzen U := (—x) + A und verifizieren A= x + U direkt.

Aufgabe G5

In der Vorlesung haben Sie gezeigt, dass eine lineare Abbildung ¢ : V — V auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum
V genau dann injektiv ist, wenn sie surjektiv ist.

(a) Finden Sie einen Vektorraum und eine lineare Abbildung ¢ : V — V, die injektiv, aber nicht surjektiv ist.

(b) Finde Sie eine Vektorraum und eine lineare Abbildung ¢ : V — V, die surjektiv, aber nicht injektiv ist.

Losungshinweise: Die Ableitung auf dem Raum aller reellen Polynome % (R) ist z.B. surjektiv, aber nicht injektiv. Die
Multiplikation mit x auf diesem Raum x" — x™! ist zwar injektiv, aber nicht surjektiv.

Hausiibung

Aufgabe H1 (4 Punkte)
(a) Betrachten Sie den Vektorraum M, (R) aller reellen (n x n)-Matrizen. Sei B € M, (R) fix. Zeigen Sie, dass die
folgende Abbildung linear ist:

¢ M,(R) > M,(R), ¢(A):=B-A.

(b) Betrachten Sie nun speziell n = 2 und B =: (‘C‘ 3). Geben Sie eine Basis von M,(R) an und bestimmen Sie die
Matrix von ¢ beziiglich dieser Basis.

Losungshinweise:

(a) Weil M,(R) eine Algebra (Ring + Vektorraum + bilineare Multiplikation) bilden, rechnet man einfach nach
©(AA; + A45) = B(MA; + A04A5) = A1BA; + A3BA; = A1 9(A1) + A20(A) .

(b) Eine Basis von M,(R) sind z.B. die Matrizen

1 0 0 1 0 0 0 o0
Al = (0 O) N A2 = (O 0) N A3 = (1 O) ) A4 = (0 1) .

Rechne, rechne:
BAl = aA1 + CA3 B BA2 == aA2 + CA4 5 BA3 == bAl + dA3 5 BA4 == bA2 + dA3 .

Also ist die Matrix von ¢ bzgl. der Basis A, ...,A4 gegeben durch

[p]l=

oo OQ
o O Q O
oo«
QO oo




Aufgabe H2 (Polynominterpolation) (4 Punkte)
Bei der Polynominterpolation geht es darum ein Polynom zu finden, welches an gegebenen paarweise verschiedenen
(Stiitz-)Stellen ¢, ..., t, € R bestimmte vorgegebene Wert y,,...,Y, € R annimmt. Das heil3t wir suchen ein Polynom p
mit

Yo =p(to), y1=p(t1), Yn=p(t,).
Wir wollen in dieser Aufgabe zeigen, dass es genau ein solches Polynom vom Grad n gibt. Hierzu bezeichnen wir mit
L € & (R) die Menge aller Polynome, welche diese Gleichung erfiillen.
(a) Zeigen Sie, dass L entweder leer oder ein affiner Unterraum von £,(R) ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Polynome p,. .., p, eine Basis von & (R) bilden, wobei:

p(t) _l—[ t_tJ _ t_to . . t_ti,1 . t_ti+1 . . t_tn
(1) = =
iz Lo Lzl ti—tig ti—tig ti—ty

Hinweis: Betrachten Sie die Polynome an den Stiitzstellen t, ..., t,.
Bemerkung: Die Polynome py, ..., p, heillen Lagrange-Polynome zu den Stiitzstellen ¢, ..., t,.

(c) Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung

d.» _>Rn+l, <I>(p) = (p(tO):p(tl):"')p(tn))T .

linear ist mit ker ® = {0}, und folgern Sie, dass es genau ein Polynom p € &,(R) gibt mit p(t,) = Yo, ..., P(ty) = Yn-

(d) Geben Sie dieses Polynom in den Koordinaten bzgl. der obigen Basis py, ..., p, an.

Losungshinweise:

(a) Sind p,q € L und A € R, so gilt auch fiir jedes k auch
Ap(ti) + (1= A)q(t) = Ay + (1 = Ay = i

d.h. auch Ap + (1 — A)q liegt in L.

(b) Bezeichne mit ey, ...,e,,; die kanonische Basis in R"". Nachrechnen liefert, dass fiir alle 0 < k < n gilt:

T
Vg += (pk(t0)9 . '7pk(tn)) = €41 -

Insbesondere sind die Vektoren v, linear unabhéngig. Es folgt, dass auch die Polynome p, ..., p, linear unabéngig

sind (vgl. Aufgabe G26, Ubung 7).

(c) Dass diese Abbildung linear ist, haben wir bereits in Aufgabe G26, Ubung 7 gezeigt. Sei p € ker®, d.h. p(t,) =
-+ =p(t,) = 0. Dann ist p ein Polynom von Grad hichstens n mit n+ 1 paarweise verschiedenen Nullstellen. Somit
muss p die Nullfunktion sein.

Die Abbildung ® hat also trivialen Kern, ist also injektiv. Es gibt somit hochstens ein Polynom p mit ®(p) =
(Yo»-++» ¥, d.h. p(ty) = ¥o,...,p(t,) = ¥, Die Existenz zeigen wir im nichsten Aufgabenteil.

(d) Das folgende Polynom erfiillt die gewiinschte Bedingung (nachrechnen):

D =YoPot Y1P1+  + YuPn

Aufgabe H3 (Minimalpolynom und Inverses) (4 Punkte)
Machen Sie sich klar, dass die Menge M,,(R) aller reellen (n x n)-Matrizen einen reellen Vektorraum bildet. Sei A € M, (R).
Zeigen Sie:

(a) Es gibt genau eine Zahl m € N mit:
i. Die Matrizen E,A,...,A™ ! sind linear unabhingig.
ii. Die Matrizen E, A, ...,A™ ! A" sind linear abhingig.

(b) Es gibt eindeutig bestimmte Zahlen a, ay, ..., a,,_;, die nicht alle verschwinden und fiir die gilt
A"+ a, A"+ A+ agE=0.

Bemerkung: Das Polynom P(X) :=ay + a; X + -+ + a,,_;X™ ! + X™ heift auch das Minimalpolynom von A.




(c) Aist genau dann invertierbar ist, wenn a, # O gilt. In diesem Fall ist A~! ein Polynom in A.

Losungshinweise: 1) Der Vektorraum M, (R) ist endlisch dimensional. Also existiert [ € N, so dass (E,A,A?,...,A") linear
abhingig ist. Dann ist

m=min{l €N: (E,A A%, ... A)ist linear abhingig}.

2) Ist a, = 0 und A invertierbar, dann aus A(A™ ! + a,,_1A™ 2+ - + a,A+ a, E) = 0 folgt
A"Vt a, AMP 4+ A+ aE=0;

was im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von E, ...,A™! steht. Ist a, # 0, dann
1 -1 -2 1 -1 -2
E= __(Am +am_1Am "'+a2A+ alE)AZA(__(Am +am_1Am "'+a2A+ alE))
do do
gilt. Also ist A invertierbar und gilt

—1__l m—1 m-2
A= " A" +a, A +a,A+a,E).
0




