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Aufgabe G1 (Zum Aufwirmen)
(a) Welche der folgenden Abbildungen R? — R sind linear? Begriinden Sie ihre Entscheidung.

[1 (x,y)—=x+2y, [1Co,y)—=xy, [1(0,y)—=lx]

(b) Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung und vy,...,v, € V. Zeigen Sie: Sind die Bilder ¢(v;),...,¢(v,) linear
unabhéngig, so sind auch vy, ..., v, linear unabhéngig.

Aufgabe G2 (Koordinaten)
Betrachte den R-Vektorraum R® mit der Standardbasis B = (e;, e, e;) und der Basis B’ = (by, by, b) mit

bl = (150; ]-)T: bZ = (15 1:0)T; b3 = (O: 1; l)T .

(a) Der Vektor w € R® habe beziiglich der Basis B’ die Koordinaten (3,2,1)”. Bestimmen Sie die Koordinaten von w
beziiglich der Basis B.

(b) Der Vektor v € R® habe beziiglich der Standardbasis B die Koordinaten (2,2,2)”. Bestimmen Sie die Koordinaten
von v beziiglich der Basis B’.

(¢) Bestimmen Sie die Koordinaten von by, b,, b; beziiglich der Basis B’.

Losungshinweise:
(@) w=3b, +2b,+ by =(5,3,4)".
(b) (2,2,2)T = by + by + bs.
(c) Offensichtlich [b;] =(1,0,0)7, [b,] =(0,1,0)7, [b3] =(0,0,1)T.

Aufgabe G3 (Spiegelung an einer Ebene)
Wir betrachten den reellen Vektorraum R3. Mit o : R® — R® bezeichnen wir die Spiegelung an der Ursprungsebene
E:={x eR3|x,+x3=0}.

(a) Bestimmen Sie einen Normalenvektor der Ebene und eine Basis des linearen Teilraums E.
(b) Bestimmen Sie die Matrix von o beziiglich einer geeignet gewéhlten Basis B von R3.
(c) Bestimmen Sie die Koordinaten der Standardbasis bzgl. der Basis B.

(d) Bestimmen Sie die Matrix von o beziiglich der kanonischen Basis von R3.

Losungshinweise:
(a) Ein Normalenvektor von E ist n := (0,1,1)7. Eine Basis von E ist durch b; := (1,0,0)T und b, := (0,1,—1)7
gegeben.

(b) Zusammen ergeben die Vektoren b, b,, n eine Basis von R3. Beziiglich dieser Basis B hat o die Matrix

10 0
[c]5=]0 1 ©
0 0 -1




(© (1,0,0)" =b1,(0,1,0)" = J(n+b,), (0,0,1)" = ;(n—b,)".

(d) Die Transformationsmatrix S := & f;s (id) hat die Gestalt

1 0
S=(0 1 1
0 -1 1
Das Inverse haben wir im vorherigen Aufgabenteil bestimmt:
1 0 O
S—l — 0 l _l
0 i 12
2 2
Beziiglich der Standardbasis C hat o also die Matrix
1 0 O 1 0 O 1 0 O
[0l¢==S-[0c]8-s7'=|0 1 1 01 0 0 % -3
0 -1 1 0 0 -1 o - 1
2 2
1 0 0
=0 0 -1
0 -1 0

Aufgabe G4 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen)
Zeigen Sie die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen: Fiir eine lineare Abbiludng ¢ : V — W auf einem endlich-
dimensionalem Vektorraum V gilt

dimV = dim(ker ¢) + dim(im ¢) .

Losungshinweise: Wihle eine Basis by, ..., b, von ker ¢ und ergénze diese zu einer Basis b4,...,b,,..., b, von V. Wir
zeigen, dass dann ¢(b,),..., ¢(b,,) eine Basis von im ¢ ist: Weil b, ..., b,, den Vektorraum V erzeugen, erzeugen die Vek-
toren ¢(b,),...,¢(b,,) das Bild im ¢. Wegen ¢(b;) = -+ = ¢(b,) sind also ¢(b,41),--.,¢(b,,) ein Erzeugendensystem
von im .

Es bleibt zu zeigen, dass die Vektoren linear unabhéngig sind. Seien hierzu 4,4, ..., A,, Skalare mit

0= 3 nplb=o( 3 mbs).

k=n+1 k=n+1

Der Vektor v := ka=n +1 Mcby liegt also im Kern von ¢, hat also eine Darstellung der Form v = ZZ=1 Ay by mit Skala-
ren Aq,...,A,. Weil by,..., b, linear unabhingig sind — v also hochstens eine Darstellung als Linearkombination von
bq,...,b, hat—folgt A, =---=A, =0.

Aufgabe G5 (Lineare Abbildung auf direkten Summen)

(a) (Erinnerung?) Sei U;,U, € V zwei lineare Teilrdume mit U; N U, = {0}. Sei by,..., b, eine Basis von U; und
€1,---,Cyp €ine Basis von U,. Dann ist by, ..., b,,¢y,...,C, eine Basis von U; & U,.

(b) Seien V =U, ® U, und W zwei Vektorrdume und ¢, : U; — W und ¢, : U, — W zwei lineare Abbildungen. Zeigen
Sie: Es gibt genau eine lineare Abbildung ¢ : V — W, sodass ¢ |y, = ¢; und ¢y, = ¢,.

(c) Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Seien U;, U, zwei Untervektorrdume von V, sodass es fiir je zwei
lineare Abbildungen ¢, : Uy — W und ¢, : U, —» W genau eine lineare Abbildung ¢ : V. — W mit ¢ |y, = ¢, und
¢ly, = ¢, gibt. Zeigen Sie, dass V = U; @ U, gilt.

Losungshinweise:

(a) Das wurde (indirekt) schon in Aufgabe G2, 7. Ubung gezeigt.

(b) Existenz: Fiir alle ¥ in V, sei ¢(X) := ¢p1(3;) + ¢5(¥;), mit ¥ = ¥; + ¥, und i; € U; und ¥; € U,. ¢ ist linear, wie
jetzt gezeigt wird. Seien A € Kund ¥ = ¥;+X, und ¥ = y,+¥,, mit ¥;, ¥; € U; und X5, ¥, € U,. Es gilt ¥;+Ay; € Uy
und X, + Ay, € U,, weil U; und U, Untervektorrdume von V sind. ¢ (i + AY) = ¢p1(X; + 1Y) + ¢o(¥5 + AY,) =
$1(%1) + P2(X2) + A1 (1) + A2 (72) = ¢ (3) + A9 (F).

Eindeutigkeit: Seien ¢, ¢’ : V — W zwei lineare Abbildungen, sodass ¢ |y, = ¢'ly, = ¢; und ¢|y, = ¢'ly, = ¢»




(0

Wir zeigen zuerst, dass U; N U, = {0} gilt und dann, dass U, + U, = V gilt.

(«<) Seien ¢; = 0 und ¢, = id und ¢ linear, sodass ¢ |y, = ¢, und ¢y, = ¢, gilt. Sei v € U;NU,. ¢(V) = ¢,(V) = ]
und ¢(#) = ¢,(¥) = #. Daraus folgt # =0, d.h. U; N U, = {0}.

(=) Sei W ein Untervektorraum mit V = (U, + U,) ® W. (Ein solcher Untervektorraum existiert.) Sei ¢ = 0 und ¢’
linear, sodass ¢’|y;, 4y, = 0 und ¢’l, = id. (Solche Abbildung existiert wegen der vorige Teilaufgabe.) Wegen der
Annahme gilt ¢ = ¢’, d.h. W = {0} und U; + U, = V.

Hausiibung

Aufgabe H1 (C als (2 x 2)-Matrizen) (4 Punkte)
Betrachten Sie die Menge der komplexen Zahlen V := C als Vektorraum {iber dem Korper der reellen Zahlen. Machen
Sie sich klar, dass v; := 1 und v, := i eine Basis von C bilden. Fiir eine komplexe Zahl z betrachten wir die folgende
Abbildung

(a)
b
(0

(G

p,:C>C, p,w):=z-w.

Zeigen Sie, dass g, eine lineare Abbildung ist.
Bestimmen Sie die darstellende Matrix A, von ¢, beziiglich der Basis 1, 1.

Beschreiben Sie die Abbildung ¢, fiir eine reelle Zahle z € R und fiir eine Zahl auf dem Einheitskreis, |z| = 1,
geometrisch in eigenen Worten.

Zeigen Sie, dass die Menge aller darstellenden Matrizen {A, | z € C} mit der iiblichen Addition und Multiplikation
einen Korper bilden.

Losungshinweise:

(a
(b)

(0

@

Einfach nachrechnen. (Die Abbildung ist sogar C-linear.)

a -b
A= ( ‘- ) .
Fiir eine reelle Zahl z € R ist beschreibt A, eine Streckung um den Faktor z (fiir z < 0 mit entspr. Punktspiegelung

am Ursprung). Fiir eine Zahl auf dem Einheitskreis z = cos(a)+i sin(a) beschreibt A, eine Drehung um den Winkel
a entgegen dem Uhrzeigersinn.

Fiir z = a + ib ergibt sich die Matrix

Man rechnet sich nach, dass z — A, ein injektiver Homomorphismus von Ringen mit Eins ist. Somit ist das Bild des
Korpers C wieder ein Korper.

Aufgabe H2 (Lineare Unabhéngigkeit in Funktionenrdumen) (4 Punkte)
Sei M eine nichtleere Menge. Betrachte den Vektorraum % (M, R) aller Funktionen f : M — R mit punktweiser Addition
und Skalarmultiplikation. Zeigen Sie:

(a)

(b)

(c)

Seien x4, ...,x, € M. Dann ist die folgende Abbildung linear:

xnzg(M:R)_)]Rn’ fH(f(xl)""’f(xn))-

.....

Seien fi,...,f, € Z(M,K). Gibt es Elemente x4,...,x, € M, so dass die Vektoren vy, ..., v, € R" mit

v := (filxy), filxa),..., fi(x) (1<i<n) (1

linear unabhéngig sind, so sind auch die Funktionen f,..., f, linear unabhingig.

Gilt auch die Umkehrung: Sind f,..., f,, € Z(M,R) linear unabhéngig, so gibt es Elemente x4, ...,x, € M, so dass
die Vektoren vy, ... v, aus (1) linear unabhéngig sind?

Losungshinweise:

(a) Seien f,g € Z(M,K)und A € K. Dann gilt

eval,(f +248) = (f +Ag)(x) = f(x) + Ag(x) = eval,(f) + Aeval,(g) .




(b) Betrachte die Abbildung
$: Z(M,K) = K", &(f):=(f(x1),...,f(xn)) -
Diese Abbildung ist linear und es gilt ®(f;) = v, fiir jedes k. Nach Voraussetzung sind die Bilder &(f;) =

v,...,9(f,) = v, linear unabhingig. Nach Aufgabe G1 sind somit auch die Funktionen fi,..., f, linear unab-
héngig.

Aufgabe H3 (Schwingungen gleicher Frequenz) (4 Punkte)
Betrachte den reellen Vektorraum & (R,R) aller Funktionen f : R — R. Fiir @ € R bezeichne f, die Funktion mit
fo(t) :=sin(t + a). Wir bezeichnen mit U den von diesen Funktionen aufgespannten Untervektorraum:

U :=span{f, : a €R}.
(a) Skizzieren Sie einige der Funktionen f, fiir verschiedene Werte von a. Zeigen Sie, dass die Funktionen f, g mit
f(t):=sin(t) und g(t) := cos(t) in U liegen.
(b) Zeigen Sie, dass U ein zweidimensionaler Untervektorraum von & (R, R) ist. Bestimmen Sie eine Basis von U.

(c) Berechnen Sie die Koordinaten der Funktion f, /4 beziiglich der Basis aus (b).

(d) Sei a, € R fix. Machen Sie sich klar, dass fiir jede Funktion f € U auch die Funktion (Sf)(t) := f(t + ao), t €R,
wieder in U liegt. Zeigen Sie, dass die Abbildung

S:U—U, f—Sf
linear ist. Beschreiben Sie die Abbildung S anhand Threr Skizze mit eigenen Worten. Bestimmen Sie die Matrix von
S beziiglich der Basis aus (b).
Hinweis: Verwenden Sie Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus.
Losungshinweise:
(@) fo(t)=sin(t) und f, /5 = sin(t + 7/2) = cos(t).

(b) Wir haben bereits gezeigt, dass die Funktionen f (t) = sin(t) und g(t) = cos(t) linear unabhéngig sind. Wir miissen
also nur zeigen, dass diese beiden Funktionen auch U erzeugen. Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass jede Funktion f,
mit a € R in dem von f und g erzeugten linearen Teilraum liegt. Sei also a € R. Dann gilt

fo(t) =sin(t + a) = sin(t) cos(a) + cos(t) sin(a) = cos(a)f (t) + sin(a)g(t),

d.h. die Funktion f,, ist eine Linearkombination von f und g.

(c) Bezeichnen mit B = (f, g) die Basis f(t) = sin(t) und g(t) = cos(t). Mit obiger Rechnung ergibt sich speziell fiir
a=mn/4

frja=cos(n/4)f +sin(n/4)g = V2f +1V2g,

dh. [frals = (V2 IV

(d) Die Abbildung S verschiebt die Funktion um a,, in negativer Richtung. Es gilt
sin(t + a) = cos(a,) sin(t) + sin(ag) cos(t) , cos(t + ay) = cos(a,) cos(t) — sin(a,) sin(t) .

Somit ergibt sich die Matrix

(s] = (cos(ao) —sin(ao)) .

sin(a,)  cos(ag)

(Die Abbildung S entspricht also in dieser Basis einer Drehung um den Winkel «,.)




