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Aufgabe G1
Wir betrachten den reellen Vektorraum R® und die Vektoren
v;:=(0,1,1), vy :=1(1,0,1), vy :=(1,1,0), v,:=(1,1,1).

(a) Sind v, v,, v5 linear unabhéngig?

(b) Sind v, vy, v3 und v, linear unabhéngig?

(c) Bilden v,, v,, v; und v, ein Erzeugendensystem?

(d) Welche Teilmengen von {v;, v,, V3, v,} bilden eine Basis von R>.
Begriinden Sie jeweils ihre Aussagen.

Losungshinweise:

(a) Seien Ay, Ay, A3 € R mit A, 0] +A,05 + A305 = 0. Dann ergibt sich folgendes Gleichungssys-

tem.
Az + )L3 == 0 A’l + Az - O )Ll + Az -
A’l + )(,3 - 0 — - A’Z + A3 - O — - )(,2 + A’B -
A’1 + A’2 = 0 A’Z + 213 = 0 + 2)(,3 =

Aus dem letzten Gleichungssystem erhdlt man nacheinander A; =0,A, =0 und A; =0.
{17, 05, U3} ist also linear unabhéngig.
(b) Es gilt offensichtlich o] + v, + v5 — 20, = 0.
{1, U5, U5, U4} ist also nicht linear unabhéngig.
x
(c) Seien x,y,z € R beliebig. Durch den Ansatz | y | = A 0] + A,05 + A305 + A,0, mit
Z
A1, Ag, Ag, A4 € R erhélt man das Gleichungssystem

Az + )k3 + A4 = X Az + Ag + A4 = X
A’l + 7&3 + )(,4 y — ),1
A’l + A’z + A4 Z ),2 — )(,3 = -y +2
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(d)

20 + Ay = x+y-—z

=4 A’l + A?’ + A4 = Yy
Az - A3 - -y +2
Eine Losung des letzten Gleichungssystems ist
X+y—z

A4 - 0, Ag == +,

X+y—2z2 Xx—y-+z x+y—2z —x+y+z
Ay=—y+z+ = , A =y— = .

2 yTz 5 5 1=y 5 5

D.h. jedes Element aus R? lisst sich als Linearkombination der Vektoren 1}, U, U, U4 schrei-
ben. Diese bilden also ein Erzeugendensystem von R3.

Je drei Vektoren aus M := {1}, U, U3, U4} bilden eine Basis des R>. Alle anderen Teilmengen
sind keine Basis des R>.

Beweis:
1

Man sieht leicht, dass der Vektor | 1 | keine Linearkombination von #; und v ist. Diese
1
beiden Vektoren bilden also kein Erzeugendensystem und damit auch keine Basis des R3.
1
Analog ist der Vektor | 1 | keine Linearkombination der Vektoren v} und v,.Diese beiden
0
Vektoren bilden also auch kein Erzeugendensystem und damit keine Basis des R>.
Durch vertauschen der Koordinaten erhédlt man, dass keine zweielementige Teilmenge von
M ein Erzeugendensystem von R? ist. Natiirlich wird R® dann auch nicht von Mengen mit
weniger Elementen erzeugt. D.h. jede Teilmenge von M, die Basis von R? ist, muss mindes-
tens drei Elemente haben. Da M selbst wegen Aufgabenteil (b) nicht linear unabhéngig ist,
muss eine solche Basis aus genau drei Elementen bestehen.
Wir zeigen nun, dass die Mengen M, := {1}, 05, 3} und M, := {1}, 75, 74} Basen von R3
sind. Durch Vertauschen der Koordinaten ergibt sich dann, dass alle dreielementrige Teil-
mengen von M eine Basis des R® bilden.
Wegen Aufgabenteil (a) ist M; linear unabhéngig.
Seien A;, Ay, A3 € R mit A, 0] + A, 05 + A30, = 0. Dann ergibt sich folgendes Gleichungssys-
tem.

Az + )(,3 - 0 Az + A3 - O )(43 - 0
A’l + Ag - 0 — ),1 + 2’3 - O — A’l + Ag - 0
A‘l + A«z + )Lg - O Az - O A,z - 0

Aus dem letzten Gleichungssystem erhilt man nacheinander A; =0,A, =0 und A; =0.
M, ist also linear unabhéangig.
Sei x,y,z € R beliebig. Aus dem Gleichungssystem in Aufgabenteil (c) erhilt man

X —X+y+z 0 X—y+z 1 xX+y—z 1
Y=\t Yt
b4 1 1 0
—x+y+z , x—y+z , XxX+ty—2z
- T 5 1t 5 Vs 5 Us




und
b'e 0 1 1
Y| =(x+2)[1|+(-y+2)|0]|+(x+y—2)|1
b4 1 1 1

=(—x+2)n+(-y+2)+(x+y—2)v;.

D.h. sowohl M; als auch M, sind Erzeugendensysteme des R>. Damit bilden beide Mengen
eine Basis des R>.

Aufgabe G2 (Basis und direkte Summe)
Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum.

(a) Seien U;,U, C V lineare Teilrdume mit U; N U, = {0}. Zeigen Sie ohne Verwendung der
Dimensionsformel:

dim(U; @ U,) = dim(U;) + dim(U,) .

(b) Sei U; €V ein linearer Teilraum. Zeigen Sie: Es gibt einen Teilraum U, € V mit V = U, ® U,
gibt.

Losungshinweise:

(a) Wahle eine Basis v;,...,v,, von U; und eine Basis wi,...,w, von U,. Dann ist
Uly«--s Uy, We,...,w, ein Erzeugendensystem fiir U; + U,. Wir behaupten, dass diese Vek-
toren auch linear unabhéngig sind: Seien also A,...,A,, uy,...,u, Skalare mit

n n
0= Z?Livi +Z,ujwj
i=1 =1

Wegen U; NU, = {0} muss dann schon ). A;v; = 0 und Zj u;jw; =0 gelten. Weil vy,..., v,
bzw. wy,...,w, linear unabhingig sind, folgt A, =---=A,=0und y; =---=u, =0.
Die Vektoren vy,..., v,,, wy,...,w, bilden also eine Basis von U; + U,, und somit dim(U; &
U,) =m+ n =dim(U;) + dim(U,).

(b) Es sei i1,... U, eine Basis von U;. Dann sind diese Vektoren insbesondere auch in V line-
ar unabhéngig und wegen dem Basisergdnzungssatz gibt es Elemente w,,...,w,, € V, so
dass 7,,..., U,,Wy,...,W,, eine Basis von V bildet. Setze U, := span(wy,...,w,). Dies ist
bekanntermalen ein Untervektorraum von V.

Jedes Element aus V ldsst sich auf eindeutige Weise in der Gestalt

11171+°°°+lnﬁn+ulﬁl+°°°+umﬁm

ely €Uy

mit A;...,A,, q,..., U, € K schreiben. Da w,,...,w,, linear unabhingig sind, bilden sie
eine Basis von U,. D.h. jedes Element aus U; hat genau eine Darstellung als Linearkom-
bination der Elemente 7, ..., v, und jedes Element aus U, hat genau eine Darstellung als
Linearkombination der Elemente W, ..., W,,. Zusammen ergibt sich, dass jedes Element aus
V eine eindeutige Darstellung als Summe von einem Element aus U; und einem Element
aus U, hat. D.h. es gilt V = U, & U,.




Aufgabe G3
Betrachten Sie den Korper Z/27 = {0, 1} und die folgenden linearen Teilrdume des Vektorraums
(Z.]27)*:

U :=span{(1,0,0,0), (0,0,1,1)},
V :=span{(1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1), (0,1,1,0)} .

Bestimmen Sie jeweils die Dimension und eine Basis von U, V, U4+ V und UN V.

Losungshinweise: Ubrigens, die linearen Teilriume kann man wegen des kleinen Kérpers di-
rekt hinschrieben. , Es kommen alle Summen hinzu“:

U =1{(1,0,0,0), (0,0,1,1), (1,0,1,1), (0,0,0,0)}

_ 1 (1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1), (0,1,1,0),
| (0,1,0,1), (0,0,1,1), (1,1,1,1), (0,0,0,0)

Man sieht sofort, dass die Vektoren (1,0,0,0) und (0,0, 1, 1) linear unabhéngig sind. Der Teil-
raum U hat also Dimension 2. Fiir V sieht man sofort, dass

(1,1,0,0)+(1,0,1,0)=(0,1,1,0)

gilt, d.h. die Vektoren sind linear abhédngig. Somit hat V hochstens Dimension 3. Man rechnet
auch leicht nach, dass die (iibrigen) Vektoren (1,1,0,0), (1,0,1,0) und (1,0,0, 1) tatsachlich
linear unabhéngig sind, also dimV = 3.

Der Teilraum U + V ist Obermenge von V und hat damit mindestens Dimension 3 und als
Teilmenge von (Z/27)* héchstens Dimension 4. Man rechnet leicht nach (oder sieht sofort),
dass der Vektor (1,0,0,0) € U nicht in V, aber in der Summe U + V liegt. Also hat U + V eine
strikt groRere Dimension als V, also Dimension 4. D.h. es gilt U + V = (Z/47)*.

Nach der Dimensionsformel muss UNV dann Dimension 1 haben. Das kann natiirlich auch direkt
sehen, wenn man den Schnitt (s.o0.) ausrechnet oder durch Abschiatzungen der Dimension. Z.B.
ist (0,0,1,1)€UNV C U und (1,0,0,0) ¢ UNV, d.h. UNV hat mindestens Dimension 1 und
hochstens Dimension dimU — 1 =1.

Hausiuibung

Aufgabe H1 (Basis) (4 Punkte)
Betrachten Sie die folgenden linearen Teilriume von R*:

U := {(x1, X3, X3, X4) e R* | X1 — X9 + X3 — x4 =0},
V :=span{(1,-2,3,0), (2,0,3,1)}.

Bestimmen Sie jeweils eine Basis von U, V, UNV und U + V.

Losungshinweise: Da die Vektoren

1 2
-2 0
3 und 3
0 1




linear unabhéngig sind (keiner ist ein Vielfaches des Anderen), bilden sie eine Basis von V.
Der Untervektorraum U von R* besteht aus allen Vektoren der Form

Xog — X3+ X4 1 -1 1
Xy s o, |0
X3 20| TX [ 1 | T4 0
X4 0 0 1
mit x,, X3, x4 € R. Man sieht leicht, dass die Vektoren
1 -1 1
1 0 0
ol° ] 1 und 0
0 0 1
linear unabhéngig sind. Diese bilden somit eine Basis von U.
Der Untervektorraum V besteht aus allen Vektoren der Form
1 2 A+ 2u
N L
3 | "H]3 31+ 3u
0 1 u

mit A, u € R. Setzen wir dies in die definierende Gleichung fiir U ein, so erhalten wir

0=(A+2u)—(—2A)+(BA+3u) —u=6A+4u.

und somit u = —%A. Damit besteht der Durchschnitt U NV aus allen Vektoren der Form
1 2 —2
-2 0 -2
A 3 |~ A 3| = Al %
0 1 _3
2
-2
—2
mit A € R. Eine Basis von U NV ist also der Vektor 3 |. Der Vektorraum U + V wird von
2
_3
2
den Vektoren
1 -1 1 1 2
1 0 0 -2 d 0
ol | 1| |of |3 ]|"™]s
0 0 1 0 1




erzeugt. Eine Basis bestimmt man durch das Anwenden des Gauf3-Algorithmus.

1 1 0 O 1 1 0O 1 1 00
-1 0 1 O 0O 1 120 0110
1 0 01 ~> 0 -1 0 1 ~> 0 011
1 -2 30 0 -3 30 0 060
2 0 31 0 -2 31 0 051
110 O 1100
011 O 0110
> 001 1 ~> 0 011
0 00 -6 0 001
000 —4 0 00O
Die Vektoren
1 0 0 0
1 1 0 0
ol {1 |1]™ |0
0 0 1 1
bilden also eine Basis von U + V.
Aufgabe H2 (Basen iiber Z/27) (4 Punkte)

Betrachten Sie den Korper K := Z/27 = {0, 1}.
(a) Nennen Sie alle Basen des Vektorraums K?2.
(b) Wieviele verschiedene Basen hat der Vektorraum K3?

(c) Geben Sie eine allgemeine Formel fiir die Anzahl der verschiedenen Basen des Vektorraums
K™ an.
Begriinden Sie Ihre Antworten.
Hinweis: Wieviele Elemente hat ein n-dimensionaler Teilraum?

Losungshinweise:

(@) {(1,0),(0,1)}, {(1,0),(1,1)} und {(0,1),(1,1)}.

(b) K3 ist 3-dimensional und hat 2 = 8 Elemente. Fiir die Wahl des ersten Vektors v; habe
wir 23 — 1 = 7 Méglichkeiten (Null geht nicht). Der von v; erzeugte Teilraum ist {0, v;}.
Fiir die Wahl des zweiten Vektors v, bleiben also noch 23 — 2 = 6 Méglichkeiten. Der
aufgespannte Teilraum besteht aus allen K-Linearkombinationen von v; und v,, also aus
2% = 4 Elementen (genauer aus {0, v;, U,, U; + v,}). Fiir die Wahl des dritten Basisvektors
v; gibt es damit noch 23 — 22 = 4 Méglichkeiten. Insgesamt gibt es also

(22-1)-(2°—2)-(2°-2%)=7-6-4=168
Méglichkeiten Trippel (v7, v, v3) zu wihlen, so dass vy, v,, V5 eine Basis von K° bilden. Da

die Reihenfolge bei der Basis keinen Rolle spielt, gibt es somit 168/3! = 28 verschiedenen
Basen von K°.




(c) Mit der analogen Argumentation (und vollstandiger Induktion) gibt es

1 n_].

—lle-29

nl o
verschiedene Basen von K".

Aufgabe H3 (Dimension und Dimensionsformel) (4 Punkte)
(a) SeiU ein linearer Teilraum eines n-dimensionalen Vektorraumes V. Zeigen Sie: dim(U) < n,
und es gilt genau dann dim(U) =n, wenn U = V.

(b) Seien U und W jeweils 2-dimensionale Untervektorrdume des R>. Zeigen Sie U NW # {0}.

(c) Seien U und W zwei verschiedene 4-dimensionale Untervektorrdume eines 6-dimensio-
nalen Vektorraumes V. Welche Dimension kann der Teilraum U N W haben? Geben Sie
jeweils ein Beispiel an.

(d) Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und U C V ein Untervektorraum der Dimension
dim U =: r < n. Zeigen Sie: U ist der Schnitt aller (n — 1)-dimensionalen Untervektorraume
WTVmitUcw.

Loésungshinweise:

(a) Jede Basis von U lasst sich zu einer Basis von V erweitern. Da eine Basis von V (hochstens)
n Elemente besitzt, kann eine Basis von U auch hochstens n Elemente besitzen.
Klar, fiir U =V ist dim(U) = n. Ist umgekehrt dim(U) = n, so gibt es eine Basis vy,..., v,
von U aus n Elementen. Diese lasst sich zu einer Basis von V erweitern. Weil jede Basis von
V aber aus (hochstens) n Vektoren besteht, konnen beim Erweitern keine Vektoren hinzu
gekommen sein. Also muss es sich schon um eine Basis von V gehandelt haben, d.h. die
Vektoren vy, ..., v, erzeugen ganz V = span{v,,...,v,} =U.

(b) Die Summe U+ W ist hochstens 3-dimensional. Nach der Dimensionsformel hat der Schnitt
also mindestens Dimension 2 +2 —3 =1.

(c) Weil U und w verschieden sind, ist die Summe U + W echt gréRer als U und als W, hat also
mindestens Dimension 5. Wegen der Dimension von V hat die Summe hochstens Dimension
6. Aufgrund der Dimensionsformel

dim(U+W)+dim(UNW) =dim(U) + dim(W) =8

kommen fiir den Schnitt nur die Dimensionen 2 und 3 in Frage.

(d) Wir bezeichnen mit U den Schnitt aller (n—1)-dimensionalen Teilrdiume W € V mit U C W.
Als Schnitt von Teilrdumen ist U wieder ein Teilraum, und nach Konstruktion gilt U C U.
Es geniigt also U 2 U zu zeigen. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an,
es gibt einen Vektor v € U \ U. Wihle eine Basis v;,...,v, von U. Dann ist die Menge
v1,...,U,, v linear unabhéngig. Ergdnze diese Menge zu einer Basis vy,...,V,, U, Vp4g,..., U,
von V. Dann ist die Menge vy, ..., U, Uy4o,..., U, Noch immer linear unabhéngig. Betrachte
den davon erzeugten Teilraum

W :=span{vy,..., Vs, Vpig,-e- U} -




Weil die Erzeuger linear unabhingig sind, also eine Basis, ist W ein (n — 1)-dimensionaler
Teilraum. Weil v,...,v, in W liegen, gilt auch U = span{vy,...,v,} € W. Per Definition
folgt U € W. Andererseits gilt v ¢ W, denn sonst wéren vy, ..., Uy, U, Upig,..., U, Dicht
linear unabhéngig. Ein Widerspruch (v ¢ W 2 U 2 v).

Hallo Studis,

Die Weihnachtszeit steht vor der Tiir und wie jedes Jahr verwandelt sich der Mathebau zu die-
ser Zeit in einen Adventskalender, der Siiigkeiten und Uberraschungen fiir euch bereit hilt! An
einigen Biirotiiren hingen Plakate mit Ratseln, welche eine (Tages)Zahl ergeben. Klopft ihr am
richtigen Tag an die richtige Tiir, erwarten euch Platzchen, Lebkuchen und ein freundlicher Pro-
fessor oder Mitarbeiter. Auflerdem konnt ihr Stempel sammeln und an der Verlosung weiterer
toller Preise teilnehmen. Mehr Infos gibt es unter www.mathebau.de.

Weihnachtliche Griilde,

Eure Fachschaft




