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Lésung 1 Quadratische Funktionen

Ganz links ist die Hessematrix in Null positiv definit. Wegen der rotationssymmetrie, hat sie
sogar nur einen (positiven) Eigenwert, ist also ein positives Vielfaches der Einheitsmatrix. Die
entsprechende quadratische Funktion ist also ein positives Vielfaches von f (x,y) = x2 + y2.

In der Mitte sieht man deutlich einen Sattel. Es gibt also einen positiven, und einen negativen
Eigenwert der Hessematrix. Die Hauptachsen (maximale Kriimmungen) sind die x-Achse mit
positivem Eigenwert und die y-Achse mit negativem Eigenwert. Die Hessematrix ist also von

der Form (’101 _(/)12) mit A;,A, > 0. Die entspr. quadratische Funktion ist also von der Form

fle,y)=2x* = Aoy

Ganz rechts sieht man, dass die Funktion von der y-Koordinate nicht abhdngt. In x-Richtung ist
die Flache nach oben gekriimmt, der entspr. Eigenwert ist also positiv. Die Hessematrix ist damit
ein positives Vielfaches von (} ). Die entspr. quadratische Funktion ist ein positives Vielfaches
von f(x,y) = x2.

Lésung 2 Taylor-Polynom

Die Funktion ist in in eine Taylor-Reihe entwickelbar mit
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Fiir das Taylor-Polynom der Ordnung 4 miissen also nur die Terme der Ordnung o( || (x,y,2)T ||4)
(oder hoher) weggelassen werden: (X := (x, y,2)")

fGe,y,2) =xyz- ((x+y+2) = o(IXII) = xyz(x +y +2) + xyzo(IX|I*)
= xyz(x +y +2)+o(IX|I*

Das gesuchte Taylor-Polynom ist also T,f (x,y,2) = xzy(x + ¥ +2) = x*yz + xy?z + xyz>.




Losung 3

Die Gleichung V£ (x) = 0 hat genau eine Losung, ndmlich

a; +---+ay
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also genau den Schwerpunkt von ay,...,ay. Die Hessematrix an dieser Stelle ist 2N E, wobei E
die Einheitsmatrix bezeichnet. Insbesondere ist die Hessematrix positiv definit. In x liegt also
ein lokales Minimum vor.

Man sieht leicht, dass fiir ||x|| — oo auch f(x) — oo gilt. Somit ist x, auch das globale Mini-
mum.

Losung 4 Drehinvarianz des Laplace-Operators

Betrachte die orthogonale Matrix O := (vy,...,v,) und die Funktion g(x) := f(Ox). Die parti-
ellen Ableitungen von g sind dann die entspr. Richtungsableitungen von f, genauer 8l.kg(x) =
8v’lff(0x) fiir alle 1 <i < n,k € N. Somit gilt

Ag(0"x) =0, f(x)+-++3; f(x). (D

Nach der Kettenregel ist die Hessematrix von g = f o S, durch H,(x) = O'H £(Ox)O gegeben.
Wegen der Spureigenschaft folgt somit

Ag(0Tx) = Tr(OTHf(OOTx)O) = Tr(OOTHf(x)) =TrH;(x) = Af(x).

Zusammen mit Gleichung (1) folgt die Behauptung.

Lésung 5 Bifurkation

Rechne, rechne:

af(x,y)=2x+ye", Af (x,y) =24y +xe*”,
O2f(x,y) =2+ %", 02f (x,y) =24+ x%eY
010, f (x,y)=0,0,f(x,y)=(1+xy)e™ .

Man sieht sofort, dass (0,0)7 ein kritischer Punkt ist. Durch Betrachten der Hessematrix sieht
man, dass dort fiir A > 1/4 ein Minimum und fiir 0 < A < 1/4 ein Sattelpunkt vorliegt. Fiir A = 1/4
ergibt sich

fOoy)=eY +x3 + Gy =+ 3y + (e —xy)
=140+ 5y + (@ —xy = 1) > 1+ (x +3y)’

fiir alle (x,y) € R? mit xy # 0 (et > 1+ ¢ fiir alle 0 # t). Fiir x # 0 oder y # 0 gilt deshalb
f(x,y)>1=f(0,0).Fiir A = 1/4nimmt f an der Stelle (0,0) also das globale Minimum an.




Die Funktion f ist in Abhédngigkeit von A monoton wachsend. Somit gilt auch fiir A > 1/4 die
Abschatzung f(x,y) > 1 = f(0,0) fiir alle (x,y) # (0,0). Das heildt, f hat auch fiir A > 1/4 an
der Stelle (0,0)7 ein globales Minimum.

Bei der Suche nach weiteren kritischen Punkten stellt man zundchst fest, dass aus
V/[(xy) =0 folgt rye™ = =227 = —2X\y?, also & = —py mit p = VA (das positive
Vorzeichen scheidet offenbar aus). Als Bedingung fir g_: ergibt sich

]
e = 2

Diese Gleichung hat nur dann Losungen y # (), wenn p <

yo = v/ —(In2p)/p

fithrt, zusammen mit dem zugehérigen Wert @y = —pay, aul zwel im zweiten und
vierten Quadranten gelegene Punkte £(xq, yo). Weitere stationére Punkte sind nicht
vorhanden. Da f in der abgeschlossenen Kugel B,.(0) ein Minimum besitzt, anderer-
seits fiir grofie Werte von r auf dem Rand von B, (0) sicher > 1 ist, mufi es sich um
Minimalstellen handeln ([ ist symmetrisch zum Nullpunkt). Auf dasselbe Ergebniss
fithrt die Berechnung der Determinate: Setzt man in die zweiten Ableitungen den
Wert e*o% = 2u ein, so erhiilt man det(Hy,, ,,,(f)) = 16 Ay = 0.

ist. Die positive Losung

[T

Fassen wir zusammen: Fiir A = 1| wird das globale Minimum im Nullpunkt, fiir
0 < A< 1 in den beiden Punkten (= Ayo. o) mit y2 = —(In(2vX)) VX ange-
nommen, wihrend der Nullpunkt ein Sattelpunkt ist. Das Minimum hat den Wert

1 bzw. 24/A(1 — In(2v/))). Es gibt keine weiteren lokalen Extrema.

Das hier beobachtete Verhalten tritt bei vielen nichtlinearen Problemen auf, die von
einem Parameter A abhingen. Eine gewisse, von A abhingige Grofe (hier die Mini-
malstelle) ist zundichst (hier fiir A > 1) eindeutig bestimmt, spaltet sich aber, wenn
man einen Grenzpunkt Ny (hier 1) iiberschreitet, in zwei oder mehrere Losungen auf.
Das Phinomen wird Bifurkation oder Verzweigung, der Punkt Ay Verzweigungs-
oder Bifurkationspunkt genannt.




