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Präsenzaufgabe

Lösung 1 Quadratische Funktionen

Ganz links ist die Hessematrix in Null positiv definit. Wegen der rotationssymmetrie, hat sie
sogar nur einen (positiven) Eigenwert, ist also ein positives Vielfaches der Einheitsmatrix. Die
entsprechende quadratische Funktion ist also ein positives Vielfaches von f (x , y) = x2+ y2.

In der Mitte sieht man deutlich einen Sattel. Es gibt also einen positiven, und einen negativen
Eigenwert der Hessematrix. Die Hauptachsen (maximale Krümmungen) sind die x-Achse mit
positivem Eigenwert und die y-Achse mit negativem Eigenwert. Die Hessematrix ist also von
der Form

�

λ1 0
0 −λ2

�

mit λ1,λ2 > 0. Die entspr. quadratische Funktion ist also von der Form
f (x , y) = λ1x2−λ2 y2.

Ganz rechts sieht man, dass die Funktion von der y-Koordinate nicht abhängt. In x-Richtung ist
die Fläche nach oben gekrümmt, der entspr. Eigenwert ist also positiv. Die Hessematrix ist damit
ein positives Vielfaches von

� 1 0
0 0
�

. Die entspr. quadratische Funktion ist ein positives Vielfaches
von f (x , y) = x2.

Lösung 2 Taylor-Polynom

Die Funktion ist in in eine Taylor-Reihe entwickelbar mit

f (x , y, z) = x yz sin(x + y + z) = x yz
∞
∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
(x + y + z)2n+1

Für das Taylor-Polynom der Ordnung 4 müssen also nur die Terme der Ordnung o(




(x , y, z)T






4
)

(oder höher) weggelassen werden: (X := (x , y, z)T )

f (x , y, z) = x yz ·
�

(x + y + z)− o(‖X‖3)
�

= x yz(x + y + z) + x yzo(‖X‖3)

= x yz(x + y + z) + o(‖X‖4)

Das gesuchte Taylor-Polynom ist also T4 f (x , y, z) = xz y(x + y + z) = x2 yz+ x y2z+ x yz2.
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Lösung 3

Die Gleichung ∇ f (x) = 0 hat genau eine Lösung, nämlich

x0 :=
a1+ · · ·+ aN

N
,

also genau den Schwerpunkt von a1, . . . , aN . Die Hessematrix an dieser Stelle ist 2N E, wobei E
die Einheitsmatrix bezeichnet. Insbesondere ist die Hessematrix positiv definit. In x0 liegt also
ein lokales Minimum vor.

Man sieht leicht, dass für ‖x‖ → ∞ auch f (x) → ∞ gilt. Somit ist x0 auch das globale Mini-
mum.

Lösung 4 Drehinvarianz des Laplace-Operators

Betrachte die orthogonale Matrix O := (v1, . . . , vn) und die Funktion g(x) := f (Ox). Die parti-
ellen Ableitungen von g sind dann die entspr. Richtungsableitungen von f , genauer ∂ k

i g(x) =
∂ n

vi
f (Ox) für alle 1≤ i ≤ n, k ∈ N. Somit gilt

∆g(OT x) = ∂ 2
v1

f (x) + · · ·+ ∂ 2
vn

f (x) . (1)

Nach der Kettenregel ist die Hessematrix von g = f ◦ SO durch Hg(x) = OT H f (Ox)O gegeben.
Wegen der Spureigenschaft folgt somit

∆g(OT x) = Tr
�

OT H f (OOT x)O
�

= Tr
�

OOT H f (x)
�

= Tr H f (x) = ∆ f (x) .

Zusammen mit Gleichung (1) folgt die Behauptung.

Lösung 5 Bifurkation

Rechne, rechne:

∂1 f (x , y) = 2x + yex y , ∂2 f (x , y) = 2λy + xex y ,

∂ 2
1 f (x , y) = 2+ y2ex y , ∂ 2

2 f (x , y) = 2λ+ x2ex y ,

∂1∂2 f (x , y) = ∂2∂1 f (x , y) = (1+ x y)ex y .

Man sieht sofort, dass (0, 0)T ein kritischer Punkt ist. Durch Betrachten der Hessematrix sieht
man, dass dort für λ > 1/4 ein Minimum und für 0< λ < 1/4 ein Sattelpunkt vorliegt. Für λ= 1/4

ergibt sich

f (x , y) = ex y + x2+ (1
2

y)2 = (x + 1
2

y)2+ (ex y − x y)

= 1+ (x + 1
2

y)2+ (ex y − x y − 1)> 1+ (x + 1
2

y)2

für alle (x , y) ∈ R2 mit x y 6= 0 (et > 1+ t für alle 0 6= t). Für x 6= 0 oder y 6= 0 gilt deshalb
f (x , y)> 1= f (0,0). Für λ= 1/4 nimmt f an der Stelle (0, 0)T also das globale Minimum an.
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Die Funktion f ist in Abhängigkeit von λ monoton wachsend. Somit gilt auch für λ ≥ 1/4 die
Abschätzung f (x , y) > 1 = f (0,0) für alle (x , y) 6= (0, 0). Das heißt, f hat auch für λ ≥ 1/4 an
der Stelle (0, 0)T ein globales Minimum.
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