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Lösung 1 Berechnung von Integralen

a) Zweimal partielle Integration.

b) Partielle Integration liefert den Integranden sin2 x = 1− cos2 x .

c) Substitution mit y(x) := x2.

d) Bei tan x = sin x/ cos x drängt sich die Substitution y(x) = cos x auf.

e) Partielle Integration liefert n
n+1
(bn+1− an+1).

f) Subsitution mit y(x) := arsinh(x) liefert 1
2
(
p

1+ b2−
p

1+ a2) + 1
2
(arsinh(b)− arsinh(a)).

g) Subsitution mit y(x) := arccos(x) ∈ [0,π] liefert das Integral

∫ arccos(b)

arccos(a)

1− cos2(y) d y ,

welches man dann mit Aufgabenteil b) lösen kann.

Lösung 2 Fourierreihen

a) Für verschiedene Funktionen, d.h. n 6= m oder sin und cos, verschwinden die Integrale durch
partielle Integration oder aus Symmetriegründen. Für 1≤ n ist (vgl. Aufg. 1)

∫ π

−π
sin2(nx) d x = π=

∫ π

−π
cos2(nx) d x .

b) Für die Koeffizienten ak :=



h, fk
�

/



fk, fk
�

und bk :=



h, gk
�

/



gk, gk
�

gilt

a0 =
1
3
π2 , ak = (−1)k 4

k2 , bk = 0 .

Die Fourierreihe von h ist also

Pn(x) =
1
3
π2+ 4

n
∑

k=1

(−1)k

k2 cos(k x) .

c) Siehe Abb. 1. Die Fourierreihe konvergiert absolut gleichmäßig, d.h.
∑∞

k=0 |ak| +
∑∞

k=1 |bk| =
1/3π2 + 4

∑∞
k=1 1/k2 konvergiert. Somit konvergiert die Funktionenfolge (Pn)n tatsächlich gleich-

mäßig. Aber wogegen?
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Abbildung 1:

Lösung 3 Das Dirac-Delta

a) Die Abbildung ( f , g) 7→
∫ 1

−1
f (x)g(x) d x ist bilinear und erfüllt damit die Cauchy-Schwarz-

Ungleichung
�

�

�

�

�

∫ 1

−1

f (x)g(x) d x

�

�

�

�

�

≤
∫ 1

−1

f (x)2 d x ·
∫ 1

−1

g(x)2 d x .

Betrachtet man nun die stetigen Zackenfunktionen fn um 0 mit Höhe 1 (siehe Abb. 2), so gilt
∫ 1

−1
fn(x)2 d x ≤ 2/n, also mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

1=

�

�

�

�

�

∫ 1

−1

fn(x)δ(x) d x

�

�

�

�

�

≤ 2
n
·
∫ 1

−1

δ(x)2 d x −→ 0 .

Die gleiche Argumentation kann man übrigens auch in Aufgabenteil c) verwenden.

Alternativ kann man z.B. mit den Zackenfunktionen auch ohne Cauchy-Schwarz einen Widerspruch
konstruieren:

1=

�

�

�

�

�

∫ 1

−1

f (x)δ(x) d x

�

�

�

�

�

≤ ‖δ‖∞ ·
∫ 1

−1

fn(x) d x → 0

Ist vielleicht einfacher, geht auch in Aufgabenteil c).
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Abbildung 2:
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b) Die Stetigkeit einer Funktion f an einer Stelle 0 gesagt gerade, dass für die Supremumsnormen
der Einschränkungen f |[−δ,δ] gilt:

lim
δ↘0





 f |[−δ,δ]− f (0) ·1






∞ = 0 ,

wobei 1 die konstante Eins-Funktion auf dem entspr. Intervall bezeichnet. Für die charakteristi-
schen Funktionen (siehe Abb. 3)

δn(x) := n
2
·χ[−1/n,1/n]

z.B. ergibt sich deshalb

�

�

�

�

�

∫ 1

−1

f (x)δn(x) d x − f (0)

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

n
2

∫ 1/n

−1/n

f (x) d x − n
2

∫ 1/n

−1/n

f (0) d x

�

�

�

�

�

≤ n
2
· 2

n
·




 f |[−1/n,1/n]− f (0)1






∞ −→ 0 .
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Abbildung 3:
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