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Prasenzaufgabe

Aufgabe 1 Konvergenz von Integralen

a)

b)

<=L, ~o.

x b b
f f(t)dt—f f(e)dt f f(t)dt

Z.B. fiir die charakteristische Funktion f := yq ;7 ist die Funktion x — ffl f(t) dt nicht
differenzierbar.

Die Regelfunktionen sind der Abschluss der Treppenfunktionen bzgl. der Supremumsnorm.
Da alle f,, im Abschluss liegen, liegt auch der Grenzwert f im Abschluss, ist also eine Re-
gelfunktion. (Alternativ kann man die Behauptung auch mit einen ¢/2-Argument einfach
zeigen.) Die Konvergenzbehauptung folgt dann aus der Lipschitz-Stetigkeit, oder explizit:

b b
J fn(x)dX—J f(x)dx

Eine punkteweise konvergente Folge reicht nicht, wie z.B. der wachsende Zacken z, :
[0,1] — R zeigt mit (vgl. Abb. 1):

b
< J ) — £ ()] dx < (b~ )| fy — £, — 0.

n’x ,falls <x<1/n,
z.(x):={n*(2/n—x) ,fallsl/n<x<n,
0 Jfalls1/n<x <1.

Diese Funktionenfolge (z,), konvergiert auf [0, 1] punktweise gegen Null. Jede Funktion
hat aber Integral fol Z,(x)dx =1.

c) Die Exponentialreihe konvergiert gleichméfig auf [a, b].
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Abbildung 1:

Aufgabe 2 Faktorisierung komplexer Polynome

a) Sukzessives Teilen durch (z — A) fiir eine Nullstelle A € C liefert die Behauptung.
b)
p()=(—-1%=z+1°, q@)=@E-01+D)(E-01-10)(E-58)(-2E5).

Aufgabe 3 Partialbruchzerlegung komplexer rationaler Funktionen
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Hausaufgaben
Aufgabe 1

Betrachte f(x) := (1 + x)%® im Entwicklungspunkt x, = 0. Die Ableitungen

n—1

M) =@a+x)°¢ "] J0,8-1)

i=0

haben wir bereists in der 7. Ubung, Hausaufg. 5 berechnet. Das n-te Taylorpolynom ist dann

To(x)=)_ (OI’{S) xk.
k=0

Diese Polynome konnen wir an der Stelle x = 0,1 auswerten, um eine Approximation zu erhal-
ten. Nach dem Restgliedformel von Lagrange ist der Fehler R,, := f — T,, von der Form

0,8 0,8 0,1 \nt1
R 0,1 — 4 1+ 0’8_(n+1)0, 1n+1 — ’ 14+ 0,8 2
((0.1) (n+1)( &) 1) O ()
fiir eine Zwischenstelle 0 < £ < 0, 1, also

n

]_[(0,8 —1)

i=0

n! 0,11
<
(n+ 1) n

<0,1"%.1,1-0,8-

n+1 0,8 .
R,(0,1)| <0,1"1-1,1 e




Aufgabe 2 Faktorisieren reeller Polynome

a) Folgt aus dem komplexen Fall. Beim ausmultiplizieren von (z — A)(z — A) mit A = ¢ + id
ergeben sich die gewiinschten Terme.

b)

p(x) = (x—%)(x—l_z—‘/g)((x—l)2+1) ,
q(x)=(x —D(x +2)(x —3)(x2+1).

Aufgabe 3 Partialbruchzerlegung reeller rationaler Funktionen

£.(0) 2 N —14 4 3

x)= ,

! x—3 (x+5)?2 x+5
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folx) =

+ .
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Aufgabe 4

a) Siehe Abbildung 2. Ist ‘ f (xo)‘ > C > 0 fiir ein a < x < b, so gibt es eine ganze Umgebung
mit |f(x)| > C fiir alle x; — 6 < x < x¢+ 6 (6 > 0) und somit

b Xxo+0
f |f(X)|dx2f [f(x)|dx>C-2-6>0.
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Abbildung 2:

b) Bilinearitat klar, Positivitit klar, Definitheit nach Aufgabenteil a).

c) Wir konstruieren eine Cauchy-Folge f,, : [—1,1] — R wie folgt (siehe Abb. 3):

1 Jfalls -1 <x <0,
fu):={1-nx ,fallsO<x<3,
0 , falls + < x < 1.
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Abbildung 3:

Die Funktionen stimmen auf [—1,0] iiberein, es gilt

fa

weils auf dem Intervall [%, 1] fiir alle m > n. Fiir den Abstand von f,, zu f,,, mit n < m gilt
deshalb

o < 1 und f,, verschwindet je-

1

1 —_
Hn—mﬁ=f(mm—mwnwxzj(mm—mun%x

-1 0

<2l =l < 2ol = 54

Fiir hinreichend groRses n ist damit || f,, — fm” fiir alle m > n hinreichend klein, d.h. (f,),

ist eine Cauchy-Folge.

Wir miissen nun noch zeigen, dass (f,), nicht konvergiert. Wir zeigen dies durch Wider-
spruch und nehmen dazu an, dass (f,,),, bzgl. ||:||, gegen eine stetige Funktion f € ¥ [a, b]
konvergiert. Nach Aufgabenteil a) muss f auf dem Intervall [—1,0] konstant 1 sein, denn

5 1
n—ﬂL=J
-1

Die rechte Seite konvergiert gegen 0. Vollig analog zeigt man, dass f auf jedem der In-
tervalle [%, 1] verschwinden muss. Zusammen heilt das: f ist konstant 1 auf [—1,0] und
konstant O auf ]0, 1], kann also nicht stetig sein (Widerspruch).
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