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Lésung 1 Der Raum der Treppenfunktionen

Jede Treppenfunktion f : [a, b] — R ist von der Form
n
flx)= ch)([ak,bk]
k=1
mit Koeffizienten ¢, € R und Intervallen [ay, b,] € [a,b] (a, < by). Damit I&sst sich leicht

direkt nachrechnen, dass & [a, b] ein linearer Teilraum aller Funktionen f : [a,b] — R ist und
das Integral linear.

Losung 2

a) Fir Treppenfunktionen f = ZZ=1 kX1, ist die Ungleichung mit [f| = ZZ=1 |cil %y, und
|| f ||Oo = max;_, |ci| leicht direkt nachgerechnet.

Alternativ: Es gilt punktweise —||f||OO I —|fI < f Z|fI £ ||f||OO - 1, wobei 1(x) =
1 fiir alle x € [a,b] die konstante Einsfunktion bezeichnet. Integrieren liefert mit der
Monotonieeigenschaft die Behauptung.

b b
f f(x)dx—J g(x)dx

Lésung 3 Das Integral von Polynomfunktionen

b)

b
f (fe)—gl)|<b-a)|f -, -

a) Da f monoton wéchst, gilt

If - £ Oozmax{f ((k—l—l)-%)—f(k-%) :05k<n}.

Offensichtlich ist die rechte Seite in n eine Nullfolge, da f gleichmélig stetig auf [0, a] ist.

c¢) Per Definition gilt

J f(t)dt=rlliggJ falt)dt .
0 0

Wir berechnen die rechte Seite und erhalten:

. ¢ Cat &G at . nft-2nd+n?
lim | f,(t)dt = lim — 'Zk =— lim ——— = —.
n—oo |, n—oo n4 P 4 n—oo n4 4




Hausaufgabe

Lésung 1 Konvexe Funktionen und wichtige Ungleichungen

a) Induktionsschritt: Setze ZZ=1 Ar =: u und i . ZZ=1 Ak - X, =: x. Dann gilt x € I, also folgt

n+1
f (Zxk'xk) = flu-x4Anpr - Xp41)
k=1
< u-f(x)+ Ay - f(x,41) (da die Funktion konvex ist)

IA

A

(,u . E Zk f (xk)) + A, 1f (x,41) (Induktionsvoraussetzung)

- Y
k=1

n+1

= D Mf ().
k=1

b) Es ist In” = —x72, also ist In auf ]0.0o[ strikt konkav. Damit erfiillt (—Iln) die Jensen-
sche Ungleichung, was bedeutet, dass In die Jensensche Ungleichung mit umgedrehtem
Relationszeichen erfiillt:

In (kz Ap- xk) > kZAk ‘In(x;) =In Q_[x,fk) .
=1 =1 =1

Anwenden der streng monoton wachsenden Exponentialfunktion liefert schlieRlich die Be-
hauptung.

|

¢) Wir betrachten den Fall v # 0 und w # 0. Wenden wir (b) auf die Ausdriicke (M) " und

p
o]}

1

a\a ,

(_H:llﬂq) an, so erhalten wir
q

vl -liwlly — p lIwlly g llwllf

Summieren wir iiber alle 1 < k < n, so folgt leicht die Behauptung.

|vg - Wyl < 1 |y 1 - [wi|?

d) Seien v,w € C" mit ||v]],, ||w|l, < 1. Weil die Funktion x — x? auf ]0, co[ konvex ist, folgt
firalle0<A<1

n Dreiecksungl. <*
p
lv+wlE=> A+ @=Dwe” < ) ] + @ = )| wi|)?
k=1 k=1
Konvex
< > Aol +a-fwf =l + @ - DlwlE <1.
k=1
Dies zeigt den ersten Hinweis.
Seien nun v,w € C". Betrachte 7 := v/||v||, und W := w/[|w||,. Wegen [|7]],, W], < 1

folgt aus dem Hinweis mit A := Ml und (1 —A) = &.
ol +Iwll, ol +lwll,
1> A5+ (1=, = b _ Mowl,
- Poodtllell, +lwll, el + liwll, , loll, +lIwll,




Losung 2 Tschebyscheff Polynome

1072

Ty(x) = exp(x)
.

— T3 —exp
| | pg_eXp | |
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Lésung 3 Aquivalenzrelationen auf Regelfunktionen

a) Reflexivitdt und Symmetrie sind klar. Transitivtét folgt daraus, dass die Vereinigung zweier

b)

)

d)

e)

endlicher Mengen wieder endlich ist.

Sind f,g € [0] und A € R, so ist auch Af(x) = O fiir alle x € [a,b] mit f(x) = 0, also
fiir fast alle x € [a, b]. Damit folgt Af € [0]. Sei N; die Nullstellenmenge von f und N,
die Nullstellenmenge von g, so ist fiir alle x € Ny N N, auch f(x) + g(x) = 0. Da das
Komplement der Mengen Ny und N, endlich ist, so ist auch das Komplement von Ny N N,
endlich, also folgt f + g € [0].

Angenommen, f, g € [f ] sind stetige Funktionen. Dann ist f —g ebenfalls stetig. Angenom-
men, f — g # 0. Dann gibt es eine offene Umgebung mit |f — g| # 0 auf dieser Umgebung.
Das sind dann aber unendlich viele Punkte, also gibt es solch eine Umgebung nicht und es

folgt f = g.

Aus f ~ g folgt f(x) = g(x)— 2221 kX qx 1 (X) flir X1 < ... < x,, € [a, b] und Koeffizienten
¢, € R. Ist also (f,,), eine approximierende Familie von Treppenfunktionen fiir f, so ist
( fn— (2221 Cr X{Xk}))neN eine approximierende Familie von Treppenfunktionen fiir g. Es

reicht also zu zeigen, dass das Integral iiber Y., _, ¢ Xix verschwindet. Dies folgt direkt

aus der Definition:
b n n—1
f Z)ka(x)dx = ZO (X1 = x) = 0.
a k=1 k=1

Das ist leider nicht wahr. Setze

S, = 4

-
S

1.
k
k=1

Dann ist (S,,),ey gleichméBig konvergent, aber die Grenzfunktion S ist nicht identisch Null
f. Q. Also ist [(0)] nicht abgeschlossen.




