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Aufgabe 37

Ein Eremit am Siidpol hat sich fiir die einbrechende polare Nacht mit 24 Gliihbirnen eingedeckt. Da er sich im Dunkeln
unwohl fiihlt, will er, dass zu jeder Zeit des halben Nachtjahres eine Birne brennt. Sollte die aktuelle Birne durchbrennen,
wird er sie sofort auswechseln. Die polare Nacht dauert 4400 Stunden und der Hersteller der Glithbirnen hat eine expo-
nentialverteilte Haltbarkeit seiner Produkte mit Parameter A = 1/200 zugesichert. Wahrend der Eremit die erste Birne

einschraubt, beginnen Zweifel an ihm zu nagen. ..

(a) Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz der Haltbarkeit einer solchen Gliihbirne.

(b) Sei X; Zufallsvariable, die die Lebensdauer der i-ten Birne beschreibt. Dann ist

die Zufallsvariable, die den Zeitpunkt beschreibt, an dem die letzte Birne durchbrennt. Bestimmen Sie auch hiervon

Erwartungswert und Varianz.

(¢) Brennend interessiert den Eremiten die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ihm vor Ende der Polarnacht die Glithbirnen
ausgehen konnten. Berechnen Sie diese ndherungsweise mit dem zentralen Grenzwertsatz.

Losung:

(a) Fiir den Erwartungswert und die Varianz einer exponentialverteilten Zufallsvariablen Y mit Parameter A > 0 gilt:
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Fir die in der Aufgabenstellung definierte Zufallsvariable X erhalten wir also
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(b) Wir kdnnen davon ausgehen, dass die X; unabhingig voneinander sind (dies spielt aber erst bei der Varianz eine
Rolle). Nach dem ersten Aufgabenteil erhalten wir
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(¢) Nach dem Zentralen Grenzwertsatz ist die Zufallsvariable
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ndherungsweise N (0, 1)-verteilt. Es folgt:
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Mit Wahrscheinlichkeit 0.34 gehen also dem Eremiten wahrend der Polarnacht die Glithbirnen aus.

Aufgabe 38 (4 Punkte)
Ein Flugunternehmen weif3 aus Erfahrung, dass im Mittel 7% derjenigen Personen, die ein Flugticket erworben haben,
nicht bzw. zu spat zum Abflug erscheinen. Um die Zahl der somit ungenutzten Pldtze nicht zu grofR werden zu lassen,
werden daher fiir einen Flug z.B. mit dem A380, bei dem 555 Platze zu Verfiigung stehen, mehr als 555 Flugtickets
verkauft.

Wieviele Flugscheine diirfen hdchstens verkauft werden, dass mit Wahrscheinlichkeit grofler oder gleich 0.95 alle
rechtzeitig zum Abflug erscheinenden Personen, die ein Flugticket haben, auch einen Platz im Flugzeug bekommen ?

Hinweis: Betrachten Sie unabhéngige b(1, p)-verteilte Zufallsvariablen X;, ..., X,,. Dabei gelte X; = 1 genau dann, falls
die Person, die das i-te Flugticket gekauft hat, (rechtzeitig) zum Abflug erscheint und n ist die Anzahl der verkauften
Flugtickets. Bestimmen Sie mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes ndherungsweise dass grofdte n € N mit

P [le < 555} >0.95.

i=1

Losung: Zur stochastischen Modellierung betrachten wir unabhingige b(1,p)-verteilte Zufallsvariablen
Xi,...,X,. Dabei gelte X; = 1 genau dann, falls die Person, die das i-te Flugticket gekauft hat, (rechtzeitig) zum
Abflug erscheint. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Kaufer des i-ten Flugtickets (rechtzeitig) zum Abflug erscheint, ist
p =1-0.07 = 0.93, und n ist die Anzahl der verkauften Flugtickets. Dann gibt Y., X; die Anzahl der zum Ab-
flug erschienenen Personen, die ein Flugticket haben, an, und damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle zum Abflug
erschienenen Personen, die ein Flugticket haben, auch einen Platz im Flugzeug bekommen, gegeben durch

n
P {le < 555} .
i=1

Gesucht ist dass groRte n € N mit

n
P lel < 555} >0.95.

i=1




Es gilt:
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Nach dem Zentralen Grenzwertsatz stimmt die letzte Wahrscheinlichkeit approximativ mit

o (555 —n-EX, )
V- /V(X;)
iiberein, wobei ® die Verteilungsfunktion der N (0, 1)-Verteilung ist.
Mit
EX, =p, V(X;)=p(1 —p) und p =0.93

folgt, dass die obige Bedingung approximativ dquivalent ist zu

555—n-p
& ———— ] >0.95.
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Wegen &(1.65) ~ 0.95 und der Monotonie von ® ist dies wiederum genau dann erfiillt, wenn gilt:

555—n-p > 1.65
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Quadrieren der letzten Ungleichung liefert die notwendige Bedingung
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Diese impliziert aber nur dann die vorige Bedingung, wenn gleichzeitig

555 555
555—n-p>0,dh.n< — = ——~596.8 2)
p 0.93

gilt.
Ungleichung (1) fithrt auf

(555—n-p)?>1.65°n-p-(1—p)
bzw. auf
5552 —(1110p + 1.65%p - (1 — p)) - n+ p?n? > 0.
Bestimmt man die Nullstellen des quadratischen Polynoms auf der linken Seite, so erhélt man

n; ~ 585.8 und n, ~ 607.9

Also ist die obige Ungleichung erfiillt fiir n < 585 oder n > 608.

Unter Beriicksichtigung von n < 596.8 (vgl. (2)) erhélt man als Resultat: Es diirfen hochstens 585 Flugtickets verkauft
werden, damit mit Wahrscheinlichkeit grofer oder gleich 0.95 alle rechtzeitig zum Abflug erschienenen Personen, die
ein Flugticket haben, auch einen Platz im Flugzeug bekommen.




Aufgabe 39 (4 Punkte)
Die Zufallsvariablen X;, ..., X, seien unabhéngig identisch auf [0,20] gleichverteilt, d.h. sie sind unabhéngig und
besitzen (jeweils) eine Dichte fg : R — R, mit

fir 6 <x<26,
fo(x) =
fir x¢[0,20].

Hierbei ist 8 € R, ein Parameter der Dichte fj.
(a) Zeigen Sie, dass der Schatzer

2
(X, ... X)) = = Y X,

ein erwartungstreuer Schitzer fiir 6 ist.
(b) Ist der Schétzer in a) auch konsistent ? Begriinden Sie ihre Antwort.

Losung: a)

T, (X4,...,X,) ist erwartungstreuer Schétzer fiir 6,da
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fiir alle 6 > 0.
b) Der Schiétzer ist auch konsistent, da nach dem Gesetz der grof3en Zahlen gilt:

fs. 2
Tn(Xlﬁ' ..,Xn) - g ‘Ee(Xl) = 9

fiir alle 6 > 0.

Aufgabe 40 (4 Punkte)
Die Parkdauer eines Kraftfahrzeuges in einem bestimmten Parkhaus wird durch eine N(u, o2)-verteilte Zufallsvarible X
beschrieben. Fiir die mittlere Parkdauer u soll ein Konfidenzintervall bestimmt werden dessen Konfidenzniveau gleich
1 —a = 0,95 sein soll. Bei 100 Messungen, die durch unabhingige identisch wie X verteilte Zufallsvariablen X, ...X o
beschrieben werden, ergaben sich der empirische Mittelwert X = 1,61 und die empirische Varianz s*> = 2, 72.

Hinweis: 1)Bei dem Problem der Punktschitzung konstruierte man einen Schétzer T, (X;,...,X,) von g(6,). Bei dem
Problem der Bereichschatzung konstruiert man einen moglichst kleinen Bereich, sodass g(6,) mit moglichst groer Wahr-
scheinlichkeit in diesem Bereich liegt. Daher folgende Definition:

a)C(X,...,X,) heilt Konfidenzbereich zum Konfidenzniveau 1—a, falls fiir alle 8 € © und alle unabhéngigen und iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen X, ..., X, mit Py, = wy gilt: P [g(0) € C(X;,...,X,,)] > 1—a. Hierbei wird vorausgesetzt,
dass die Wahrscheinlichkeit auf der linken Seite existiert.

b) Ist C(Xy,...,X,) in a) ein Intervall, dann heif’t C(X4, ..., X,,) Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — a.




Die Idee bei der Konstruktion ist die folgende: Man konstruiert eine Zufallsvariable Q = Q(X4, ...,X,, g(6,)), die von
Xq,...,X, und g(6,) abhéngt derart, dass die Verteilung dieser Zufallsvariablen Q im Falle Py, = wg, nicht von 6, € ©
abhéngt. Eine solche Zufallsvariable bezeichnet man als stochastisches Pivot. Anschlieffend wéhlt man dann eine Menge
B mit P[Q € B] =1 — a ,und formt Q(Xy, ...,X,,, g(6)) € Bum zu g(6,) € C(X4,...,X,)-

2)Die Varianz sei bekannt und es gilt o2 = s2.

Losung: Aus der Vorlesung folgt, dass die Zufallsvariable
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standarnormalverteilt ist. Es gilt auch:
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ist der Konfidenzintervall fiir u zum Niveau 0,95:
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Ersetzt man o durch s und setzt man sonstige Werte ein, so bekommt man einen Konfidenzintervall:

[1.2867,1.9333].

Dieses Ubungsblatt wird im Rahmen der Ubungen am 04. bzw. 05.07.2011 besprochen. Thre Ausarbeitung geben Sie
am 11. bzw. 12.07.2011 in Threr Ubungsgruppe ab. Sie erhalten diese in den Sprechstunden Ihrer Ubungsleiter oder bei
den zustdndigen Mitarbeitern zurtick.




