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Aufgabe 25 (4 Punkte)

Die Zuverléssigkeit einer Tuberkulose (Tbc)-Rontgenuntersuchung sei durch folgende Angaben gekennzeichnet:
* 90 % der Tbc-kranken Personen werden durch Réntgen entdeckt
* 99 % der Tbe-freien Personen werden als solche erkannt.

Aus einer grof3en Bevolkerung, von der 0.1% Tbc-krank sind, wird nun eine zufallig herausgegriffene Person gerontgt un
als Tbc-verdachtig eingestuft. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Person wirklich Tbe-krank ist?

Loésung: Wir definieren die Ereignisse
A: Patient ist krank
B: Patient wird als krank erkannt.

Dann gilt
P(A)=0.001, P(B|A)=0.9
und somit
POAB) P(ANB) B P(A)- P(B|A) — 0.083
" P(BJA)-P(A)+P(B|A°)-P(A)  P(BJA)-P(A) +P(B|A°)-P(A)
Aufgabe 26 (4 Punkte)

(a) Sei (Q,.4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien A4, ...,A, € .« mit
P(A;N---NA,_;)>0.

Zeigen Sie:

P(Al M- ﬂAn) = P(Al) 'P(AzlAl) Ceee ‘P(An|A1 n--- ﬁAn_l).

Hinweis: Formen Sie die rechte Seite mit Hilfe der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit um.

(b) Student S. hat das Passwort fiir seinen Rechnerzugang vergessen. Er erinnert sich gerade noch, dass es aus genau
8 Ziffern € {0, ..., 9} besteht. Er versucht nun, durch zuféllige Eingabe 8—stelliger Zahlen das Passwort zu erraten.
Da er sich alle bereits eingegebenen Zahlen notiert, tippt er keine Zahl doppelt ein. Bestimmen Sie die Wahrschein-
lichkeit, dass er bei der n—ten Eingabe einer 8-stelligen Zahl das Passwort findet (n € N fest).
Hinweis: Gefragt ist nach

P(BiN---NB:_  NB,),
wobei B; das Ereignis ist, dass der Student bei der i—ten Eingabe das richtige Passwort eintippt.

Losung:




(a) (Q,«,P) W-Raum, A,,...,A, € & mit P(A; N...NA,_;) > 0. Zu zeigen:

P(A,N...NA,)=P(4;) - P(A]A;) - ... P(A,|(A; N...NA, ).

Es gilt:
P(A;) - P(A,]A1) - P(A3](A; NAYD) - ... - P(A (A1 N...NAL))
=P(A,)- P(AnA1)  P(A3N(A2M41)) | PAN(AIN..NAL 1))
177 " pay) P(An41) T PAIN.MA,_ )
=P(A;N...NA,).

(b) B;= richtiges Passwort bei i-ter Eingabe.
Gesucht:
P(BiN...NB;_;NB,)

Es gilt nach a)
P(BiN...NB; ;NB,)=P(B])-P(B;|B])-...-P(B,|(B,N...NB;_,)

und es gilt wegen dem Aufschrieb aller schon bekannten Passworter

8_
P(B)) = 11

8_
P(B5|BS) = 105
' 108—(n—1
P(BS_,I(BSN...NBS ) = FH
somit folgt fiir n < 10%:
_ 108-1 108-2 108—(n—1) 1
P(Bg ﬂ...ﬂBfl_l NnB,) = 01051 105 | 105 D)
_ 1
= E-
Aufgabe 27 (4 Punkte)

Sei (£, ./,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien A,B € .of. Zeigen Sie, dass dann die beiden folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(a) A,B sind unabhingig, d.h. P(ANB) = P(A) - P(B).
(b) 14,15 sind unabhéngig, d.h. fiir alle C;, C, € 2 gilt

P[1,€C,13€C| =P[1,€C |- P[1l€Cy].

Hinweis: Fiir C; € £ gilt immer
lgl(cl) € {03 Q;A’AC} .

Machen Sie sich damit klar, dass es geniigt zu zeigen: Mit A, B sind auch A°, B unabhingig. Verwenden Sie dazu

A°NB=B\(ANB).

Losung: Sind 1,,1; unabhéngig, so folgt:

P[A,B] =P[1, € {1},1; € {1}] = P[1, € {1}]-P[1,  {1}] =P[A] - P[B].

Sei jetzt A, B unabhingig. Fiir Mengen C € ., D € & gilt:

@ falls0,1¢D

falls1€D,0¢ D
C° fir0eD,1¢D
Q fir0,1€D

1.'(D) =




und somit 12'(D) € {0, C, C*,Q}.

Fiir 1,1(C)) € {0,Q} oder 1;'(C,) € {0,Q} ist die Behauptung trivial. Denn gilt beispielsweise 1,(C;)™" = Q, so folgt

P[1,€C;,13€C] = P[QNB'(Cy)]=P[B ' (Cy)]
= 1-P[1€C,]=P(Q)-P[1;€C,] =P[1,€C,] P[1; €C,].
Wegen A° N B = B \ (AN B) folgt zunéchst

P[A° N B]

P[B\ (ANB)] =P[B] — P[ANB]
ABunDNEE  prp) _pla]-P[B] =P[B] - (1 - P[A]) =P[B] - P[A°].

Aus der Unabhéangigketi von A, B folgt also die Unabhéngigkeit von A°, B und aus Symmetriegriinden die Unabhéangigkeit
von A, B¢. Ist aber A, B¢ unabhingig folgt jetzt unmittelbar, dass auch A°, B¢ unabhéngig ist.

Durch Abarbeiten der verbleibenden Moglichkeiten folgt daraus die Behauptung. Exemplarisch zeigen wir hier den Fall
-1 — Ac 11 — RC.
1,.°(C) =A% 1,°(Cy) = B

P[1,€C;,15 €G]

P[1,1(C,),15%(C,)] = P[A°, B°] "2 P[A°] - P[B°]

P[1,(C)]-P[15'(C)] =P[14 € C1]-P[15 € G,
Aufgabe 28

(4 Punkte)
Eine Versicherung investiert einen Teil ihrer Riicklagen in einen Immobilienfond. Aus Erfahrung weil die Versicherung,
dass der fiir 1 Euro erzielte zukiinftige Erlos beschrieben wird durch ein Wahrscheinlichkeitsmaf mit Dichte

X firo<x<1,
f(X)={52

. 72 ..
X fir x > 1.

(a) Bestimmen und skizzieren Sie die zur Dichte f gehorende Verteilungsfunktion F : R — R,

F(x)= f fw)du.

(b) Berechnen Sie (Skizze von F verwenden!) den Value at Risk, d.h. denjenigen Wert VaR € R, fiir den gilt

F(VaR) = 0.05.
(c) Interpretieren Sie den VaR anschaulich.

Hinweis: Ist X stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichte f, was gilt dann fiir die Wahrscheinlichkeiten

P[X < VaR] bzw. P[X > VaR]?
Losung:

(a) Fiir x <0ist F(x)=0. Falls 0 < x <1 erhalten wir

F(x)=J f(t)dtzf Lar= X2
—00 0 S

10
Fiir den Fall x > 1 erhilt man entsprechend

X 1 X
F(x):f f(t)dt:f f(t)dt+f f(t)dt:l—i
—00 0 1

10x”
Insgesamt ergibt dies:

,falls x <0
F(x)= %xz Jfalls0<x <1
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Abbildung 1: Abbildung zur Lésung von Aufgabe 26 a).

(b) In der Skizze sieht man, dass aus F(VaR) = 0, 05 folgt, dass 0 < VaR < 1.

Somit

Also VaR =
(c) Esgilt

1

E.

F(VaR) = =0,05

1
= VaR2=o,5=E

u2

—du= —
5 10

1
2172
P[X <VaR] =

=k

15
= P[X > VaR] =1- P(X < VaR) = _- = 95%.

Anschaulich ist VaR somit der Wert, der mit 95 % Wahrscheinlichkeit iiberschritten wird.




