BSS-Rechenmodell 4 D
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Einfuhrung

Seminar Reelle Komplexitat

z< N:(2)

y=f(x)

f(2)|<e?

l Yes

Output z

No

,
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1. Motivation

« Wissenschaft: Reelle Algorithmen
« Newton
« Euler
» Gauss etc.

« Turing Maschine

« Unzulanglich fur reelle Berechnungen

. Beispiel: t0lofofojof1/1|B|o]o;
Gleichheit zwei reellen Zahlen (9.

2 == 2,000.....001 ??
- notwendig fur viele Probleme
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1. Motivation

- Formale Logik
« 1/0 Alles-oder-nichts Konzept - starr, schwierig im Umgang
« Kombinatorik

« Analysis
« Sehr erfolgreich in der Mathematik
« Weitentwickelt

- Neue Theorie fur reelle Berechnungen
« Blum-Shub-Smale Maschine
« Turingtheorie: spezieller Fall
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2.1. Mandelbrot-Menge

Betrachten wir;:
p.(2)=z°+¢, ceC

n-mal angewendet: Re[c]

p(r:] (Z) — pc( pc(pc(pc(z)))) 5

Furz=0:

p.(0)=c, p2(0) =c?+c, p2(0) =(c®+c)? +c, ...

Mandelbrot-Menge: C, c’+ C, (C2 +C)2 +C, ... beschrankt
M={ceC|IseRVneN|p.(0)|<s}

Komplement: M'={ceC| pg (0) > coflirn — oo}

20.06.2011 | Yevgen Chebotar | BSS-Rechenmodell Einfihrung | 5



TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

2.1. Mandelbrot-Menge
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2.1. Mandelbrot-Menge
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2.1. Mandelbrot-Menge
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Roger Penrose: Ist Mandelbrot-Set entscheidbar?

Probleme:
Klassische Theorie:
Menge nicht abzahlbar

Recursive Analysis:
Gleichheit/Vergleich von reellen Zahlen

Neues Modell: Algebraische Maschine

Gesucht:

Input c

!

ceM?

AR

Output 1

Output O
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2.1. Mandelbrot-Menge

Ist Mandelbrot-Set entscheidbar?
Eigenschaft: 3meN |p.(0)|> 2, dann pg (0) — oofiir n — oo

. . ceM':
« M' semi-entscheidbar
T
X< X*+C
\ X \ >2 7
No
lYes
Halt and Output 1
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2.1. Mandelbrot-Menge

Ist Mandelbrot-Set entscheidbar?

Eigenschaft: 3meN |p.(0)|> 2, dann pg (0) — oofiir n — oo

« M' semi-entscheidbar
M auch?

M halts

Input c

N

M

Output 1

M ' halts

M 1

Output O
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2.2. Newton-Verfahren

Nullstellen-Suchalgorithmus A

N, : C>C

Nf(z)zz—ﬂ, f'(z) %0
f!(z) £

Auswahl von Startpunkt: Z; € C
k+1
Zy = N (2) =N§7(z0)

Abbruchregel: ‘ f (zk)‘ <&

x)!:,:---

=

y=f(x)
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2.2. Newton-Verfahren

Nullstellen-Suchalgorithmus

N, : C>C
Nf(z)zz—,—z), £'(2) 20

Auswahl von Startpunkt: Z; € C

Z.1 =N (z)=N i1§+1(Zo)

Abbruchregel: ‘ f (zk)‘ <&

Input z

Zz< N (2)

f()|<e 2

Yes

Output z

No
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2.2. Newton-Verfahren

f
Ni(2)=2- f’((zz)) Input z
2
1) F(£)=0gdw. N;({)=¢ Z < N, (2)
- Fixpunkt ‘f(z)”‘<8? _
2) N((£)=¢ = |Nf ()| <1 [ves

-> Fixpunkt ist anziehend

Output z

¢ einfache Nullstelle von f > N’ (£) =0 - ¢ super-anziehend
- Quadratische Konvergenz
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2.2. Newton-Verfahren

DARMSTADT
Nicht immer konvergent
» Anziehende periodische Punkte y
» Guter Startpunkt: = 1' : ;

N ; konvergiert zur Nullstelle

Entscheidungsproblem:
Menge von guten Startpunkten entscheidbar?
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2.2. Newton-Verfahren

Nicht immer konvergent
» Anziehende periodische Punkte d
» Guter Startpunkt: 1' ; ;

N ; konvergiert zur Nullstelle

Entscheidungsproblem:
Menge von guten Startpunkten entscheidbar?
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2.3. Rucksackproblem

R - Kommutativer Ring mit Einheit (Z, Q, R, C)

K,={xeR" |3be{0, 1}"sodass > bx =1}

b=1101 - Gultige Belegung > X=Xy, X1, X5, X3) €K

> bix =1
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2.3. Rucksackproblem

K, ={xeR" |3be{0, 1}"sodass > bx =

« Durch Aufzéahlung lésbar (max.2" —1 Schritte)
« Entscheidbar

Algebraischer Ansatz !

k)= [T Xhx-1) (0.1

be{0,1}"
No
Vi, ={xeR"|k,(x)=0} by
> an =K, Output 1 Output O
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2.4. Hilbert Nullstellensatz

Polynome f,,..., f, liber C mit n Variablen

Entscheidungsproblem HN/C :
Gibt es eine gemeinsame Nullstelle?

Gesucht: Algebraischer Algorithmus
* C nicht geordnet - Vergleich auf Gleichheit
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2.4. Hilbert Nullstellensatz

Komplexitatsbetrachtung

Eingabe: Koeffizienten von fi in CN

EingabegroBe S(f): Anzahl aller Koeffizienten

(n+d,
N = Z(M j d=degf, i=1..k

KomplexitdtsmaB: Anzahl von arithmetischen Operationen A( f)
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2.4. Hilbert Nullstellensatz

Eigenschaft K
Es existieren Polynome Ui:.--,9x so dass Zgi fi =1

> 1,y Ty keine gemeinsame Nullstelle =
Suche nach Koeffizienten fur g; : GauBB-Eliminationsverfahren

- Exponentiell in S(f)

Vermutung: Es gibt keinen Algorithmus mit A(f) < S(f)°
Aber: e C" gegeben, wir kénnen testen f.({)=0furi=1,...,k
- Testen in polynomieller Zeit

HN/C: NP-vollstanding in C

Ist P~NP in C?
- Klassische Komplexitatsprobleme mit neuen Werkzeugen
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2.5. Lineare Programmierung

Lineare Programmierung:

M Ungleichungen X2

A‘XZbI, i:].,,m

n
=1
Gibt es einen passenden X e R" ?

Optimisierung
Minimisiere C-X, CeR
unter Beachtung von Ax>Db

Xoptimal

Alternativ: Maximisierung
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2.5. Lineare Programmierung

Lineare Programmierung: ‘ )

M Ungleichungen
A‘XZbI, i:].,,m

n
=1
Gibt es einen passenden X e R" ?

Optimisierung
Minimisiere C-X, CeR
unter Beachtung von Ax>Db

Alternativ: Maximisierung
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2.5. Lineare Programmierung

Integer Programmierung: ‘ )

M Ungleichungen
IA‘iX > bl’ i :1,...,m

n
j=1
Gibt es einen passenden X € Z" ?

Optimisierung
Minimisiere C-X, C € Z
unter Beachtung von Ax>Db

Alternativ: Maximisierung
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2.5. Lineare Programmierung

Komplexitatsbetrachtung

Eingabe: AcR™" beR™ optimisierung: ¢ € R"
EingabegréBe: S(A,bD) = mn+m Optimisierung: S(A,b,c) =mn+m+n
Kosten: Anzahl der algebraischen Operationen A(A,D) bzw. A(A,b,c)

Kein Algorithmus bekannt mit
A(A,b) <S(Ab)®
A(Ab,c) <S(A,b,c)*
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2.5. Lineare Programmierung

Komplexitatsbetrachtung - Integer Programmierung

Eingabe: AcZ™" bez"
Bindre Lange von Integer(height): ht(X) = flog(|x | +1)_|

EingabegroBe S, (A b): S(A,b) mal maximale ht(X) in A undb
Kosten C, (A b): A(A b) mal maximal in Berechnung auftretende ht(X)

Klassisches Modell: NP - vollstandig
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3. Komplexitatstheorie in der
Numerik
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Effizient I6sbar in klassischer Theorie: T(X) < c-(size(x))"

Viele numerische Probleme:
- Begrenzte Genauigkeit ¢

Effizient l6sbar fir & <1: T (g, X) < (|log & | +size(x))"
- Je kleiner ¢ desto langer kann die Berechnung dauern

Konditionszahl 1(X):
Abhangigkeit der Losung von der Storung der Eingabe

Effizient I6sbar: T (&, X) < (|log & | +log 1(X) + size(x))“
> Je groBer 1(X), desto langer kann die Berechnung dauern
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4. Endlich-dimensionales Modell

Newton Maschine

time-T Haltemenge: Q; ={z € C|| f(NI'(Z))|<5 fur T, 0<T'<T}

Haltemenge: () = U Qr Input Input z
O<T <0 l:

Input-Output Abbildung®: Q —> C

Compute | Z <— N (2)

y

Fir einen Startpunkt Z € (27 : ) ‘ f(z)‘
. D(2) = NI (2) Branc

« T'- kleinste T >0 so dass Z € {2; | Yes

Output | Output z

<g?

NO
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4. Endlich-dimensionales Modell

Newton Maschine

N, :C—C Nf(z)zz—:,((zz)), F'(z2) #0

Betrachten wir C als R?:
g=(g; 9,):R* >R’
g (X, y) =ReN; (xX+1y), do(X,y)=ImN;(x+1ly)

Abbruchregel: | f(z)[’< &?oder h(x,y) <0

h=(Ref)’+(Imf)°—&*:R* >R
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4. Endlich-dimensionales Modell
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Endlich-dimensionale Maschine Uber Ring

Input

Compute

Branch

Output

Input z= (X, y)

IA
l

!

(X, ¥) < (9:(%,¥), 9,(X, ¥))

|

h(x,y)<0?

l Yes

Output z

20.06.2011 | Yevgen Chebotar | BSS-Rechenmodell Einfiihrung | 29



4. Endlich-dimensionales Modell

Definition

Sei R ein geordneter kommutativer Ring (oder Koérper)
Endlich-dimensionale Maschine M Uber R ist ein gerichteter Graph
1y, : Eingaberaum von der Form R"

Sy : Zustandsraum von der Form R™

Ou: Ausgaberaum von der Form R

4 Arten von Knoten
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4. Endlich-dimensionales Modell

Definition

1y, Eingaberaum (R™), Sy: Zustandsraum (R™, Ou: Ausgaberaum(R')
Knoten:

1) Input: Lineare Abbildung | : Z,, = &, Nachster Knoten: f3;

2) Computation: Polynomiale(Rationale) Abbildung @, - S =&
Nachster Knoten: [,

3) Branch: Polynomiale Funktion h SM — R N&chster Knoten:
* h (Z) > (0 (geordnet), h (z) O(nlcht geordnet)> Yes-Kante 9,3
h (z) < 0 (geordnet), h (Z) # 0(nicht geordnet)> No-Kante 913

4) Output: Lineare Abbildung 077 : ‘S\/I —> Q\A Nachster Knoten: kein
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BSS-Rechenmodell B o
Einfuhrung

Seminar Reelle Komplexitat

| Input z
F
y=f(x) );(\2 ; i\o: L <— N f (Z)

f(2)|<e?

1 Yes

Output z

No
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