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O-Notation

Seien f, g : N — N Funktionen. Wir schreiben:

f(n)=0(g(n) <« 3Fc,NVn>N: f(n) < cg(n).
f(n)=Q(g(n) << g(n)=0O(f(n)
<  de, NVn>N: f(n)>(1/c)g(n).
f(n)=0©(g(n) <« f(n)=0(g(n) n f(n)=Q(g(n)).
N, g(n)
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Deterministische Turingmaschinen

Eine deterministische Turingmaschine (DTM) ist ein Viertupel
M= (Q,X,T,¢), bestehend aus
o einer endlichen Zustandsmenge Q, wobei @ den Startzustand
s enthalt,
@ einem endlichen Eingabealphabet ¥, wobei ¥ die Symbole
LI, >> nicht enthalt,

@ einem endlichen Bandalphabet I', wobei I die Symbole LI, >
enthdlt und & C T gilt,

o einer Ubergangsfunktion
0:@xTl — (Q U {h’ Qaccept qreject}) x I x {L’ R, N}'

q€Q|rel| (g2

q s > | (5,5,R)

s L (s,1,R)

[ 1 2 N R S R a2

Markus Schwagenscheidt Grundlagen der diskreten Komplexitatstheorie |



Berechnungsablauf einer DTM bei Eingabe x € ¥*

Informelle Beschreibung der Rechnung:

)

Zu Beginn steht auf dem Band der String t>x und der Kopf
befindet sich auf der ersten Zelle im Zustand s.

@ Kopfbewegungen gemal §.

@ Berechnung endet, falls einer der Haltezustande

h, Qaccept s Qreject €rreicht wird, oder die Berechnung terminiert
nicht (Endlosschleife).

S S q

[> [za|a|zs] [ |wr|wafzs| [ > |21|2a]s]

@ Der Kopf darf nicht iiber das linke Ende hinauslaufen.

@ Nach rechts ist das Band unbeschrankt und mit Us

beschrieben.
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Konfigurationen

Formale Beschreibung der Rechnung durch Konfigurationen.

Eine Konfiguration von M ist ein Tripel (q,u,w) € Q@ x ' x I'*
mit folgenden Bedeutungen:

@ q ist der aktuelle Zustand von M.

@ v ist der String links des Kopfes. Der Kopf steht auf der
letzten Zelle von u.

® w ist der String rechts des Kopfes ist. w kann das leere Wort
€ sein.

q

|
[>Jol1]of1[1] (¢,>01,011)
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Konfigurationen

Fiir zwei Konfigurationen (q, u, w), (¢, u’, w') schreiben wir:

o (q,u,w) — (¢,u,w), falls (¢, u’, w') durch einmalige
Anwendung von § aus der Konfiguration (g, u, w) erreicht
werden kann.

o (q,u,w) =K (q',u,w'), falls (¢, ', w') durch k-malige
Anwendung von § aus (q, u, w) erreicht werden kann.
o (q,u,w) —*(¢,u,w), falls es ein k € N gibt mit
(g, u, w) — (', ', w').
Der Berechnungsablauf einer DTM M bei Eingabe x € ¥* wird
nun formal beschrieben durch Folge von Konfigurationen

(s,>,x) = (q,u,w) — - — (d,u, w).
M hilt, falls es u,w € I* und q € {h, Gaccept Greject } gibt mit
(s,>,x) =" (q,u, w).
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Ausgabe einer DTM bei Eingabe x € >*

@ Eine DTM M akzeptiert (bzw. verwift) die Eingabe x € ¥*,
falls M im Zustand gaccepr (bzW. Greject) halt. Wir schreiben
M(x) = Yes (bzw. M(x) = No).

o Halt die DTM M bei Eingabe x € ¥* im Zustand h, so
betrachten wir den langsten, am weitesten links stehenden
String y, der nicht mit einem LI endet, als Ausgabe von M.
Wir schreiben M(x) = y.

h

| > [y1|y2]ys|ya| L |vs|ys |
——
Y
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Mehrband-DTM

Definition

Eine deterministische k-Band-Turingmaschine ist eine DTM mit
Ubergangsfunktion

§:Q X Tk = (QU{h, Gaccept Greject }) X (T x {L, R, N})¥

[> [ 21|z U] U]

| > {v1|v2|y3|ya]

[> |21 z2]2s] U]

Konfigurationen haben die Form (q, uy, wa, ..., ug, wg).
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DTM mit Eingabe- und Ausgabeband

Eine DTM mit Eingabe und Ausgabe ist eine k-Band-DTM
(k > 3), so dass gilt:
@ Das erste Band (Eingabeband) darf nur gelesen werden.
o Die Bander 2 bis k — 1 (Arbeitsbander) kénnen wie iiblich
genutzt werden.

@ Der Kopf des k-ten Bandes (Ausgabeband) darf sich nicht
nach links bewegen.

ESENER NN

[> [v1]y2] ys]ya]

[>]21] 22|28 U]
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Nichtdeterministische Turingmaschinen

Definition

Eine nichtdetermistische Turingmaschine (NTM) ist ein Viertupel
N =(Q,X%,l,0), bestehend aus

@ endlichen Mengen Q, %, wie bei einer DTM und

o einer Ubergangsrelation

0 C (Q X r) X <(Q U {h7 qacceptaqreject}) x [ x {L’ R, N}>

Es ist jede DTM auch eine NTM. Die DMTs sind genau diejenigen
NTMs, deren Ubergangsrelation eine Funktion ist.

Man kann Mehrband-NTMs und NTMs mit Eingabe/Ausgabe wie
fiir DTMs definieren.
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Rechnung und Ausgabe einer NTM

@ Eine NTM N akzeptiert die Eingabe x € £*, falls N einen
Berechnungspfad hat, der im Zustand qaccepr halt. Wir
schreiben N(x) = Yes.

@ Eine NTM N verwirft die Eingabe x € L*, falls N auf jedem
Berechnungspfad im Zustand grejec: halt. Wir schreiben
N(x) = No.

@ Halt die NTM N bei Eingabe x € ¥* im Zustand h, so
betrachten wir den langsten, am weitesten links stehenden
String y, der nicht mit einem LI endet, als Ausgabe von M.
Die Ausgabe ist nicht eindeutig.

Startkonfiguration (s, >, x)

Mogliche
KNachfolgekonﬁgurationen

O OO0 000
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REACHABILITY: DTM und NTM Algorithmen

Gegeben ein Graph G = (V, E) mit |V| = n und zwei Knoten
a,b € V. Gibt es Pfad von a nach b?

@ DTM: Breitensuche / Tiefensuche.
@ NTM: Wiederhole hdchstens n-mal oder bis Sackgasse:

o Wahle Nachfolger v von a.
o Ist v = b akzeptiere. Sonst suche Weg von v nach b.

Sind n Schritte verbraucht, verwerfe.

G

—0O ® O
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Berechenbare Funktionen und entscheidbare Sprachen

@ Sei L C X*. Eine (partielle) Funktion f : L — ¥* heiBt
berechenbar, falls es eine DTM M gibt, die f berechnet. Das
bedeutet, dass M fiir jede Eingabe x € L im Zustand h halt
und f(x) ausgibt, und fiir Eingaben x ¢ L nicht halt.

@ Eine Sprache L C ¥* heiBt semi-entscheidbar oder rekursiv
aufzahlbar, falls es eine DTM M gibt, die jedes w € L
akzeptiert und jedes w ¢ L nicht akzeptiert.

@ Eine Sprache L C X* heiBt entscheidbar, falls es eine DTM M
gibt, die jedes w € L akzeptiert und jedes w ¢ L verwirft.
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Zusammenhange

@ Jede entscheidbare Sprache ist auch semi-entscheidbar.

@ Eine Sprache L ist genau dann entscheidbar, wenn ihre
charakteristische Funktion

(x) 1, fallsxel
X) =
Xt 0, fallsx¢L

berechenbar ist.

@ Es existieren nicht-berechenbare Funktionen sowie
nicht-(semi-)entscheidbare Sprachen (z.B. Halteproblem).
@ Churchsche These: Eine Funktion ist genau dann intuitiv

berechenbar, wenn sie durch eine Turingmaschine berechenbar
ist.
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Universelle Turingmaschinen

Die Menge M aller Turingmaschinen ist abzahlbar. Es gibt eine
Gédelisierung von M, also eine Abbildung

() M= N,M— (M),

wobei gilt:
@ (-) ist injektiv und berechenbar.

@ Es gibt eine berechenbare Funktion ?(-), die fiir jede n € N
priift, ob n € image((-)) gilt.

@ Die Umkehrfunktion (-)~1 :image((-)) ist berechenbar.

Definition

Eine universelle Turingmaschine U ist eine DTM, die als Eingabe
die Kodierung (M) einer DTM M zusammen mit der Kodierung
(x) einer Eingabe x € X* erhilt, und die Berechnung von M bei
Eingabe von x simuliert. Es gilt also U({M); (x)) = M(x).
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Zeit- und Platzbedarf von DTM und NTM

Sei M eine DTM mit Eingabe/Ausgabe. Wir definieren:

@ M ist f(n)-zeitbeschrankt, wenn M fiir jedes n € N und jede
Eingabe x € ¥* mit |x| < n nach héchstens f(n) Schritten
halt.

@ M ist f(n)-platzbeschrinkt, wenn M fiir jedes n € N und jede
Eingabe x € * mit |x| < n hochstens f(n) Bandzellen auf
den Arbeitsbandern benutzt. Die benutzten Zellen auf
Eingabe- und Ausgabeband werden also nicht mitgezahlt.

Sei N eine NTM. Wir definieren:

o N ist f(n)-zeitbeschrinkt, wenn N fiir jedes n € N und jede
Eingabe x € ¥* mit |x| < n auf jedem Berechnungspfad nach
hochstens f(n)-Schritten halt. Das heiBt, N hat keinen
Berechnungspfad, der langer als f(n) ist.

o N ist f(n)-platzbeschrankt, wenn N fiir jedes n € N und jede
Eingabe x € £* mit |x| < n auf jedem Berechnungspfad
hochstens f(n) Bandzellen auf den Arbeitsbandern benutzt.
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Zeit- und Platzkomplexitat

Sei f : N — N eine monoton wachsende Funktion. Wir definieren:
L wird von einer O(f(n))-zeit-
beschrinkten DTM entschieden

L wird von einer O(f(n))-platz-
beschrankten DTM entschieden

DTIME(f(n)) := {L cy:
DSPACE(f(n)) := {L Cy:

Die Klassen NTIME(f(n)) und NSPACE(f(n)) fir
nichtdeterministische Turingmaschinen sind analog definiert.
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Komplexitat von 1-Band-DTM vs. k-Band-DTM

Vergleich der Zeitkomplexitat

Wird L C X* von einer f(n)-zeitbeschrinkten k-Band-DTM M
entschieden, so gibt es auch eine O(f(n)?)-zeitbeschrénkte
1-Band-DTM M, die L entscheidet.

Vergleich der Platzkomplexitat

Wird L C X* von einer f(n)-platzbeschréankten k-Band-DTM
entschieden, so gibt es auch eine O(f(n))-platzbeschrankte
1-Band-DTM, die L entscheidet.

Der Einsatz einer k-Band DTM verbessert die Effizienz also nicht
wesentlich, da wir polynomielle Effizienzunterschiede als gering
betrachten.
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Beweis:

M = (é, Z,F, 5~) speichert die Eintrage der k Bander von M
nacheinander. Setze I :=T UL U {>', <, <'}.

M Pro Schritt von M :

| > |$1| :E2| L | L | Kopfpositionen scannen = 2f(n)

[> Ta[y2[ys[va] O] e 2 () + 2
el Rechts-Shift ~ 3kf(n)

[> ] #1] 2] 28] U]

—~

M
[> [za]@2] U] U] <[eTya]ye]us]ya] <[] 22] 28] L] <] <]
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Linear Speedup

Linear Speedup Theorem

Ist L C X* eine Sprache, die von einer f(n)-zeitbeschrankten DTM
M entschieden wird, so gibt es zu jedem ¢ > 0 eine
(ef(n) + n + 2)-zeitbeschrankte DTM M, die L entscheidet.
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Beweis

Die DTM M entscheide L in Zeit f(n). Wir konstruieren DTM M:

@ Sei m= [g] Fasse je m Symbole auf dem ersten Band zu
einem Symbol zusammen und schreibe es auf das zweite Band.

| > |331|$2|I3|334|I5|I6|$7| Eingabeband

| > |(l’1,l’2,$3)|($4,3§'5,$6)| ($77 L, |—|) |

@ Simuliere m Schritte von M mit hochstens 6 Schritten:

@ Scanne linkes und rechtes Feld (4 Schritte), um die nichsten
m Schritte vorherzusagen.

o Schreibe aktuelles Feld und linkes oder rechtes Feld (2
Schritte).

M braucht maximal 6(%} + n+2 < ef(n) + n+ 2 Schritte.
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Die Zeitkomplexitatsklassen P, NP und EXP

Wir definieren:

P = | J DTIME(n*)

keN

NP := | ] NTIME(n*)
keN

EXP:= | | DTIME(2")
keN
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Zusammenhange

Da jede DTM auch eine NTM ist, folgt:
P C NP.

Man kann auBerdem zeigen: Jede Sprache, die von einer
f(n)-zeitbeschrankten NTM entschieden wird, wird auch von einer
O(2f(")-zeitbeschrankten 3-Band-DTM entschieden. Daraus folgt

P C NP C EXP.

Es existiert eine Sprache, die in EXP liegt, aber nicht in P. Damit
muss eine der obigen Inklusionen echt sein. Welche es ist, ist
ebenso ungeklart wie die beriihmte Frage

P < NP.

Dies ist eines der sog. Milleniumsprobleme, auf deren Losung ein
Preisgeld von 1.000.000 Dollar ausgesetzt ist.
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Wichtige Platzkomplexitatsklassen

Wir definieren:

PSPACE := |_J DSPACE(n¥)
keN

NPSPACE := | ] NSPACE(n*)
keN

L := DSPACE (log(n))
NL := NSPACE (log(n))

Es gilt
LC NLC PC NP C PSPACE C NPSPACE C EXP.
Nach dem Satz von Savitch gilt auBerdem

PSPACE = NPSPACE.
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