
56 Kapitel IV Qualitative TheorieIm ersten Fall stimmt das Phasenportrait der Linearisierung mit demjenigen des har-monis
hen Oszillators �uberein; es handelt si
h um Kreise um den Nullpunkt. Au
h dasPhasenportrait des mathematis
hen Pendels zeigt ges
hlossene, nahezu kreisf�ormigeKurven um 0. Dies kann man jedo
h ni
ht aus dem Linearisierungssatz folgern, da diebeiden Eigenwerte �1;2 = �i von A ni
ht die Voraussetzungen des Linearisierungssatzeserf�ullen.2 Ljapunov-Stabilit�atIn diesem Abs
hnitt betra
hten wir autonome Systeme der Form(2.1) y0(t) = f(y(t));wobei f : U ! Rn eine stetige Funktion ist, U � Rn o�en und 0 2 U gilt. Weitersetzen wir voraus, dass f(0) = 0 gilt. Eine L�osung dieser Glei
hung nennen wir stabil,falls sie die Bedingung der De�nition III.4.6 erf�ullt.F�ur eine Funktion L 2 C1(U;R) de�nieren wir die Ableitung von L l�angs Trajektorienals _L(x) = (rL(x)jf(x)) = limh!0 1h [L(x + hf(x))� L(x)℄:O�enbar ist _L die Ri
htungsableitung von L in Ri
htung f . Ist u eine L�osung derGlei
hung (2.1), so folgt aus der Kettenregel(2.2) ddt L(u(t)) = (rL(u(t))ju0(t)) = (rL(u(t))jf(u(t)) = _L(u(t)):Die folgende De�nition ist zentral f�ur diesen Abs
hnitt.2.1 De�nition. a) Eine Funktion L 2 C1(U;R) hei�t Lyapunov-Funktion f�ur dieGlei
hung (2.1), falls gilt:i) L(0) = 0; L(x) > 0 f�ur alle x 2 U n f0g,ii) _L(x) � 0 f�ur alle x 2 U .b) Gilt in Bedingung ii) sogar _L(x) < 0 f�ur alle x 2 U n f0g, so hei�t L strikteLyapunov-Funktion der Glei
hung (2.1).Die f�ur unsere Stabilit�atsaussagen ents
heidende Eigens
haft einer Lyapunov-Funktionbesteht darin, dass sie l�angs jeder L�osung abnimmt, d.h. es gilt wegen (2.2)ddt L(u(t)) = (rL(u(t))jf(u(t)) � 0;



2 Ljapunov-Stabilit�at 57solange u(t) 2 U gilt. Den Zusammenhang mit der Stabilit�at in 0 k�onnen wir uns wiefolgt plausibel ma
hen.F�ur " > 0 ist U" = fx 2 U : L(x) � "g wegen L(0) = 0 eine Umgebung von 0. Da 0 dieeinzige Nullstelle von L in U ist, ziehen si
h die Mengen U" f�ur "! 0 auf 0 zusammen.Ist nun U" kompakt, so bleibt jede in U" startende L�osung f�ur wa
hsendes t in U", dennes gilt L(u(t)) � L(u(0)) � " f�ur alle t � 0:Hieraus folgt die Stabilit�at von 0. Ist L eine strikte Lyapunov-Funktion, so giltlimt!1L(u(t)) = 0 und somit limt!1u(t) = 0:Hierzu interpretieren wir L als Abstandsfunktion zum Punkt 0. Dann ist rL(x) ein�au�erer Normalenvektor zur Niveaumenge N := fx 2 U : L(x) = "g und wegen(rL(x)jf(x)) < 0 dringen die Punkte u(t) dur
h den Rand von N in jede UmgebungU" ein.
Wir formulieren unsere Plausibilit�atsbetra
htungen rigoros in dem folgenden Stabili-tit�atssatz von Lyapunov.2.2 Theorem. (Stabilit�atssatz von Lyapunov).Es sei U � Rn o�en und L : U ! R eine Lyapunov-Funktion f�ur die Glei
hungy0 = f(y) mit f 2 C(U;Rn), 0 2 U und f(0) = 0. Dann gelten die folgenden Aussagen:a) Die Nulll�osung von (2.1) ist stabil.b) Ist L eine strikte Lyapunov-Funktion, so ist die Nulll�osung von (2.1) asymptotis
hstabil.Beweis. a) Wir w�ahlen "0 > 0 so klein, dass B"0(0) � U gilt. F�ur 0 < " < "0 setzem(") := minjxj="fL(x)g. Na
h De�nition der Lyapunov-Funktion gilt m(") > 0. Da Lstetig ist und L(0) = 0 gilt, existiert ein Æ = Æ" < " mit L(x) < m(") f�ur alle x 2 BÆ(0).Ist u eine L�osung von (2.1) mit ju(t1)j < Æ f�ur ein t1 � 0, so folgt daher L(u(t1)) < m(")und wegen Eigens
haft ii)ddtL(u(t)) = (rL(u(t))jf(u(t))) � 0:Daher folgt L(u(t)) < m(") f�ur alle t � t1.Gilt ju(t)j � " f�ur ein t > t1, so existiert aus Stetigkeitsgr�unden ein t2 � t1 mit



58 Kapitel IV Qualitative Theorieju(t2)j = ". Somit gilt aber L(u(t2)) � m("). Widerspru
h! Also gilt ju(t)j < " f�ur allet � t1 und daher die Stabilit�at der Nulll�osung.b) Ist y0 2 BÆ(0), so gilt f�ur jede L�osung u von (2.1) wegen Teil a) ju(t)j < " f�ur allet � 0. Wir zeigen zun�a
hst, dass eine Folge (tn) existiert mit tn !1 und u(tn) ! 0.W�are dies ni
ht so, so w�urden r; T > 0 existieren mit ju(t)j > r f�ur alle t � T . Na
hVoraussetzung gilt jedo
hM := maxf(rL(x)jf(x)); r � jxj � "g < 0und f�ur alle t � T gibt es ein � 2 [T; t) mitL(u(t))� L(u(T )) = (t� T ) ddt(L Æ u)(�) � (t� T )M; � 2 [T; t℄:Daher existiert t > T mit L(u(t)) < 0 im Widerspru
h zur Eigens
haft i) von L.Weiter, da L stetig ist, folgt L(u(tn))! L(0) = 0. Um den Beweis zu beenden, zeigenwir no
h, dass u(tn) ! 0 gilt f�ur tn ! 1. Hierzu sei r > 0 und m := minr�jxj�"fL(x)g.Die Eigens
haft i) impliziert m > 0 und daher existiert ein n 2 N mit L(u(tn)) < m.Somit gilt L(u(t)) � L(u(tn)) < m f�ur alle t � tn, d.h. es gilt u(t) 2 Br(0) f�ur allet � tn. �Der entspre
hende Instabilit�atssatz, wel
hen wir hier jedo
h ni
ht im Detail beweisenwollen, lautet wie folgt:2.3 Satz. (Instabilit�atssatz). Es sei U � Rn o�en mit 0 2 U . Es sei L 2 C1(U;R) eineFunktion mit L(0) = 0 und es gelte L(xj) > 0 f�ur eine Folge (xj) � U mit (xj) ! 0.Gilt _L(x) > 0 f�ur alle x 2 U n f0g, so ist die Nulll�osung von (2.1) instabil.Wir weisen no
h einmal darauf hin, dass eine allgemeine Vorgehensweise zur Kon-struktion von Lyapunov-Funktionen ni
ht existiert. In konkreten F�allen erweisen si
hEnergiefunktionale und Skalarprodukte jedo
h oft als hilfrei
h.2.4 Beispiele.a) Wir betra
hten den harmonis
hen Oszillator bes
hrieben dur
h die Glei
hungy00(t) + y(t) = 0:S
hreibt man diese Glei
hung als System 1.Ordnung, so giltx0(t) = Ax(t); mit A = � 0 1�1 0 � :



2 Ljapunov-Stabilit�at 59De�niert man L : R2 ! R dur
h L(x) := 12(x21 + x22);so gilt:i) L(x) > 0 f�ur alle x 6= 0 und L(0) = 0,ii) (rL(x)jf(x)) = �� x1x2 � ��� � 0 1�1 0 �� x1x2 �� = 0:Na
h Theorem 2.2 a) ist die Nulll�osung daher stabil.b) Ni
htlineare S
hwingungen werden oft dur
h Glei
hungen der Artx00(t) + h(x(t)) = 0;f�ur stetige Funktionen h mit h(y) > 0 f�ur alle y 6= 0 bes
hrieben. Formuliert man dieseGlei
hung als System 1. Ordnung, so giltx01 = x2x02 = �h(x1):Wir de�nieren L dur
h L(x1; x2) := 12x22 + Z x10 h(s)ds;und erhalten:i) L(0) = 0, L(x1; x2) > 0 f�ur alle x = (x1; x2) 6= 0,ii) (rL(x)jf(x)) = �� h(x1)x2 � j x2�h(x1) !� = 0:Na
h Theorem 2.2 a) ist die Nulll�osung daher stabil.
) Betra
htet man ni
htlineare S
hwingungen mit Reibung, d.h. die Glei
hungx00(t) + x0(t) + h(x(t)) = 0;und somit das System x01 = x2x02 = �h(x1)� x2;und de�niert L wie in Beispiel b), so gilt_L(x1; x2) = �x22:



60 Kapitel IV Qualitative TheorieWiederum, was nat�urli
h physikalis
h au
h zu erwarten ist, ist die Nulll�osung stabil.Die Frage na
h der asymptotis
hen Stabilit�at der Nulll�osung kann an dieser Stelle ni
htbeantwortet werden, da wegen _L(x1; 0) = 0 f�ur alle x1, die Funktion L keine strikteLyapunov-Funktion ist.d) Aus den vorherigen Abs
hnitten wissen wir bereits, dass die L�osung u des linearenSystems(2.3) y0(t) = Ay(t)mit A 2 C n�n asymptotis
h stabil ist, sofern Re �(A) < 0 gilt. Wir wollen eine f�urdas obige System geeignete Lyapunov-Funktion mit Hilfe dieser Tatsa
he konstruieren.Dies ergibt f�ur lineare Systeme zun�a
hst keine neue Einsi
ht, die verwandte Te
hnikwird es aber im folgenden Abs
hnitt e) erlauben, einen eleganten Beweis des Satzes�uber die linearisierte Stabilit�at zu f�uhren.Hierzu de�nieren wir mit< a; b >:= Z 10 (etAajetAb)dt; a; b 2 C nein Skalarprodukt auf C n , wobei (�j�) das kanonis
he Skalarprodukt auf C n bezei
hnet.Setzt man L(x) := hx; xi f�ur x 2 Rn , so giltL(x + tf(x))� L(x) = 2thx; f(x)i+ t2hf(x); f(x)i;und somit _L(x) = 2hx; f(x)if�ur f wie in Theorem 2.2. In unserem Beispiel ist speziell f(x) = Ax und somit gilt f�ureine L�osung u = etAx von (2.3)_L(x) = 2hx;Axi = 2 Z 10 (etAxjAetAx)dt = 2 Z 10 (u(t)ju0(t))dt = ju(t)j2��10 = �jxj2:Na
h Theorem 2.2 b) ist die Nulll�osung asymptotis
h stabil.e) Wir wollen nun die unter d) bes
hriebene Vorgehensweise auf die Situation des Satzes�uber die linearisierte Stabilit�at im autonomen Fall ausdehnen. Hierzu betra
hten wirdie Glei
hung(2.4) y0(t) = Ay(t) + g(y(t))mit Re �(A) < 0 und g erf�ulle limjyj!0 jg(y)jjyj = 0:Setzten wir wie in Beispiel d) L(x) := hx; xi, so folgt_L(x) = 2hx;Ax+ g(x)i = �jxj2 + 2hx; g(x)i � �jxj2 + 2jjjxjjjjjjg(x)jjj;



2 Ljapunov-Stabilit�at 61wobei jjjxjjj := hx; xi1=2 gilt. Da auf Rn alle Normen �aquivalent sind (vgl. Analysis II),existiert ein C > 0 mit jjjxjjj � Cjxj f�ur alle x 2 Rn . W�ahlt man nun r > 0 so, dassBr(0) � U und jg(x)j � 14C2 jxj f�ur alle x 2 Br(0) gilt, so folgt_L(x) � �jxj2 + 2C2jxjjg(x)j � �12 jxj2:Also ist L eine strikte Lyapunov-Funktion und die Nulll�osung von (2.4) ist asymptotis
hstabil.f) Die folgenden Beispielklassen spielen insbesondere in der Physik eine gro�e Rolle. Wirbeginnen mit sogenannten Gradientensystemen, d.h. autonomen Systemen, bei wel
hendie re
hte Seite f eine Stammfunktion g 2 C1(U;R) besitzt, also mit Glei
hungen derForm(2.5) y0(t) = �rg(y(t)):Setzt man L(x) := g(x), so gilt_L(x) � �jrg(x)j2; x 2 U:Besitzt g in 0 2 U ein lokales Minimum und existiert eine Umgebung V von 0 mitg(x) > g(0) und rg(x) 6= 0 f�ur alle x 2 V n f0g, so ist na
h Theorem 2.2 b) dieNulll�osung von (2.5) asymptotis
h stabil.g) Wir betra
hten die Bewegung in einem konservativen Kraftfeld. Genauer gesagt, seiF ein konservatives Kraftfeld auf U � Rn , d.h. es gelteF (x) = �rV (x);mit einer Potentialfunktion V 2 C1(U). Die Newtons
hen Bewegungsglei
hungen x00(t) =F (x) lauten dann x00(t) = �rV (x; t) bzw.x0 = yy0 = �rV:Es handelt si
h hier also um ein System von 2n Glei
hungen. W�ahlen wir als Lyapunov-Funktion die Energiefunktion, d.h. setzen wirL(x; y) := E(x; y) := V (x) + 12 jyj2;so gilt _L(x) = 0:Dies bedeutet, dass L auf den Trajektorien der L�osungen konstant bleibt, also genauden Energieerhaltungssatz. Weiter giltrE(x; y) = (rV (x); y) = (0; 0),rV (x) = 0 und y = 0;



62 Kapitel IV Qualitative Theorieund wir k�onnen die folgende Aussage folgern:Gilt rV (0) = 0 und besitzt V in 0 ein striktes Minimum, so ist die Nulll�osung stabil.h) Es seien U � Rn und H : Rn�Rn ! R eine zweimal stetig di�erenzierbare Funktion.Autonome System der Form x0 = Hy(x; y)y0 = �Hx(x; y)werden Hamiltons
he Systeme genannt. Hierbei istH die sogenannte Hamilton-Funktion.Verwenden wir die Hamilton-Funktion als Lyapunov-Funktion, d.h. setzen wir L = H,so gilt �L= 0 in U . Besitzt die Hamilton-Funktion in 0 ein stiktes Minimum, so ist 0stabil na
h Theorem 2.2.2.5 Bemerkung. (Lorenz-System).Zum Abs
hluss dieses Abs
hnitts wollen wir no
h kurz auf das ber�uhmte Lorenz-Systemeingehen. Es wurde in den 60er Jahren von dem Meteorologen und MathematikerE.N. LORENZ als Modell einer konvektiven Str�omung aufgestellt, wel
hes ein vonunten erw�armstes und von oben gek�uhltes Fluid (z.B. Luft) bes
hreibt. Dieses Modellwar f�ur die Entwi
klung der Chaostheorie von zentraler Bedeutung. Die Lorenzs
henGlei
hungen lauten x0 = 
1(y � x)y0 = 
2x� y � xz(2.6) z0 = xy � 
3z;mit Konstanten 
1; 
2; 
3 > 0. An dieser Stelle k�onnen wir hier nur die folgenden Aus-sagen herleiten:i) F�ur 0 < 
2 < 1 ist die Nulll�osung von (2.6) asymptotis
h stabil;ii) F�ur 
2 > 1 ist die Nulll�osung von (2.6) instabil.Um die Aussage i) zu beweisen, benutzen wir die Lyapunov-FunktionL(x; y; z) := x2 + 
1y2 + 
1z2und wenden Theorem 2.2 b) an. Zum Beweis der Aussage ii) zeigen wir, dass dieMatrix des linearisierten Systems 3 reelle Eigenwerte, zwei negative und einen positiven,besitzt, und wenden Satz 2.3 an.F�ur tiefer liegende, mathematis
h sowie philosophis
h sehr spannende Fragestellungenm�ussen wir an dieser Stelle auf die Literatur verweisen.


