IV Qualitative Theorie

Ziel dieses Kapitels ist es einen kurzen Einblick in das qualitative Verhalten gew6hn-
licher Differentialgleichungen zu geben. Diese Fragestellung ist eng mit dem Langzeit-
verhalten von Losungen, d.h. mit der sogenannten Stabilitéitstheorie verbunden.

Im ersten Abschnitt untersuchen wir das Prinzip der linearisierten Stabilitit, welches
es erlaubt, aus der Lage des Spektrums des in einem kritischen Punkt linearisierten
Vektorfeldes, Aussagen iiber die Stabiltdt des kritischen Punktes zu treffen. Die Aussa-
gen dieses Prinzips lassen sich anhand sogenannter Riauber-Beute-Modelle und speziell
anhand des Volterra-Lotka-Modells gut veranschaulichen.

Der zweite Abschnitt widmet sich der Ljapunovschen Stabilitdtstheorie, die von dem
russischen Mathematiker A.M. LJAPUNOV (1857-1918) in seiner Dissertation im Jah-
re 1892 eingefiihrt wurde. Diese Methode hat sich zu einem sehr niitzlichen Werkzeug
der Stabilitdtstheorie entwickelt und beruht auf dem Begriff der Ljapunovfunktion, den
man als verallgemeinerten Abstand zum Nullpunkt ansehen kann. Hauptergebnis dieses
Abschnitts ist dann der sogenannte Ljapunovsche Stabilitdtssatz fiir reelle autonome
Systeme. Es soll an dieser Stelle aber jedoch auch betont werden, dass ein allgemeines
Rezept zur Konstruktion von Ljapunovfunktionen nicht existiert; in konkreten Fillen
sind hiufig physikalische Uberlegungen, wie etwa Energiefunktionale, von Nutzen.

1 Das Prinzip der linearisierten Stabilitat

In diesem Abschnitt wollen wir erste Aussagen iiber das qualitative Verhalten von
Losungen von Differentialgleichungen erzielen.
Wir erinnern zunéchst an den Begriff der Stabilitdt der Gleichung

(1.1) {y’(t) = flty(®), tel

y(O) = %

mit einer rechten Seite f : [ x D — R", welche stetig in der ersten Koordinate und
lokal Lipschitz-stetig in der zweiten Koordinate ist.

Gilt f(-,0) = 0, so besitzt die Gleichung y'(t) = f(t,y(t)) die globale Nulllésung y = 0.
Diese Nulllosung heifit stabil, falls fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir die
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50 Kapitel IV Qualitative Theorie

Losung u des Anfangswertproblems

{ﬂf'(t) = ft,x(t)),
z(0) = zo

fiir alle o mit |zo| < § gilt:
lu(t)| <e, t>0.

Ist die Nulllésung nicht stabil, so heif3t sie instabil. Ferner heifit die Nulllésung asymp-
totisch stabil, falls sie stabil ist und falls zusétzlich

Jim [u(#)[ =0
gilt.
Im Folgenden betrachten wir Systeme der Form

(1.2) y'(t) = Ay(t) + g(t,y),

wobei A eine n x n-Matrix und g eine in einem geeignenten Sinne kleine Stérung des
Systems bezeichnet. Genauer gesagt soll im Folgenden gezeigt werden, dass unter der
Voraussetzung

i 19(9)]

=0
P

gleichméBig in ¢ € I, das gestorte System (1.2) dasselbe asymptotische Stabilitétsver-
halten wie die ungestorte Gleichung 3’ = Ay, d.h. also die , Linearisierung, besitzt.
Ist A eine n x n-Matrix, so bedeutet im Folgenden der Ausdruck

Reo(A4) <0,

dass Re A < 0 gilt fiir alle Eigenwerte A von A, d.h. fiir alle A € o(A).

1.1 Satz. (Stabilititssatz).
Es sei A € C**™ mit Reo(A) < 0. Ferner sei g : (I x D,C") eine Funktion, welche
stetig in der erstem und lokal Lipschitz-stetig in der zweiten Koordinate ist und fiir

welche

4
m M =0, gleichmdffigintel

ly—0 |y

gilt. Dann ist die Nulllosung der Gleichung

y'(t) = Ay(t) + g(t,y(t))

asymptotisch stabil.



1 Das Prinzip der linearisierten Stabilitdt 51

Beweis. Nach Theorem II1.4.1 impliziert die Spektralbedingung Reo(A) < 0, dass
Konstanten M > 1 und o < 0 existieren mit

le]| < Me ™, ¢>0.

Nach dem Satz von Picard-Lindel6f besitzt die Gleichung (1.2) genau eine Losung, wel-
che nach dem Satz iiber die Variation der Konstanten als Losung der Integralgleichung

t
y(t) = ehyo + / €4 g5, (s))ds
0

dargestellt werden kann. Die Voraussetzung an g impliziert, dass fiir ¢ € (0,a) ein
d € (0,¢) existiert mit

€
gty < g7luls vl <ét>0.
Einsetzen in die Integralgleichung liefert
t €
V)] < Me gl + [ Me oI y(o)lds, fir o] <5
0

Sei nun y eine Losung von (1.2) mit |y(0)| < Setzt man ®(t) := |y(t)|e* fiir alle

t > 0, so folgt

3
R

Das Lemma von Gronwall impliziert daher <I>( ) < de* und somit gilt
y(t)| < 6= <5, t>0.

Zusammenfassend folgt somit die Behauptung.
d

Existiert in der obigen Situation ein Eigenwert A von A mit ReA > 0, so gilt der
folgende Instabilitdtssatz, welchen wir an dieser Stelle nicht beweisen wollen.

1.2 Satz. (Instablititssatz).
Es sei g wie im obigen Satz 1.1, die Matrix A besitze jedoch einen Figenwert N\ mit
Re A > 0. Dann ist die Nulllosung der Gleichung

y'(t) = Ay(t) + g(t,y(t))

instabil.
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Als Anwendung der beiden obigen Resultate betrachten wir die Linearisierung autono-
mer Systeme. Genauer gesagt betrachten wir die Differentialgleichung

(1.3) y'(t) = f(y())

mit einer Funktion f, welche nicht explizit von ¢ abhéngt. Wir nehmen an, dass D C R”
eine Umgebung von 0 ist und dass f € C'(D) gilt. Gilt f(y,) = 0 fiir ein yy € D, so
heiflt yo kritischer Punkt von f; der Punkt 3, wird stabil bzw. instabil genannt, wenn
die konstante Losung u(t) = yo fiir alle ¢t € I die entsprechende Eigenschaft besitzt.
Im Weiteren sei 0 ein kritischer Punkt von f, d.h. es gelte f(0) = 0. Wegen der
Differenzierbarkeit von f gilt die Darstellung

fly)=f0)+Df(0)y+ f(y) — Df(0)y = Ay + g(v),
mit
Ay = Df(0)y, und

g(y) = f(y)=Df(0)y  mit lim 9) _

w0 |yl

Wir kénnen also die urspriingliche Gleichung (1.3) in der Form

y'(t) = Ay(t) + g(y(t))

darstellen. Die obigen Stabilitdts- bzw. Instablititssitze implizieren dann das folgen-
de fundamentale Prinzip der linearisierten Stabilitdt fiir kritische Punkte autonomer
Differentialgleichungen. Dieses Prinzip besitzt unzéhlige Anwendungen.

1.3 Theorem. (Prinzip der linearisierten Stabilitét).
Ist f € CY(D,C") mit f(yo) =0, so gelten die folgenden Aussagen.

a) Gilt Reo(Df(yo)) < 0, so ist der kritische Punkt yo der Gleichung y' = f(y)
asymptotisch stabil.

b) Gilt o(Df(yo))N{z € C:Rez> 0} #0, soist yy instabil.
Der Beweis folgt unmittelbar aus den Sétzen 1.1 und 1.2.

1.4 Beispiel. (Riuber-Beute-Modelle).

Im Folgenden betrachten wir sogenannte Rduber-Beute-Modelle; dies sind Zweipopula-
tionsmodelle, wobei z(t) die Population der Beute zur Zeit ¢ und y(¢) die Population
der Réauber zur Zeit ¢ bezeichnet. Fiir jede Population nehmen wir eine der schon in
Kapitel I betrachteten Wachstumsgleichungen der Form

Z'(t) =tz y)z®),  y{t) =rt, 2 9)y(t)
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an.
a) Wir betrachten zuniichst ein Modell mit konstanten Wachstumsraten. Ein Ansatz
fiir die Wachstumsrate der Beutespezies ist durch

Tl(taxay) =a— 53/

mit Konstanten «, 8 > 0 gegeben. Er 1at sich wie folgt interpretieren: sind keine
Réuber vorhanden (d.h. y = 0), so entwickelt sich die Beutepopulation mit konstantem
Wachstum. Die Anwesenheit von Raubern verringert diese Wachstumsrate und zwar
proportional zur Rduberpopulation. Fiir die Wachstumsrate der Rduberspezies machen
wir den analogen Ansatz

T2(t7 €, y) =7+ 63;’
mit der Interpretation, dass die Riauberspezies mit der Rate v ausstirbt, sofern keine
Beute (d.h. z = 0) vorhanden ist.
Unter diesen Annahmen erhélt man die sogenannten Volterra-Lotka-Gleichungen

= (Oé - 5y)$7

!

y = (0z—7)y

mit Konstanten a, 3,7, > 0. Setzt man p(t) = (z(t),y(t)) und
fiR =R, f(a,y) = (o~ By)z, 0z — 7)y),

so kann man dieses System in der Form

p'(t) = f(p(t)

schreiben und wir wollen die kritischen Punkte von f aufihre Stabilitét hin diskutieren.
Wir verifizieren leicht, dass dieses System die kritischen Punkte (0, 0) und (1, ) besitzt.

Weiter gilt "
= (3 )

oy ox — 7y
und somit
a 0 v 0 ——ﬁ7>
Df(0,0) = bzw. Df(=, =)= . 5 )

Nach dem Prinzip der linearisierten Stabilitét ist somit der Punkt (0, 0) instabil. Fiir
den zweiten kritischen Punkt konnen die Eigenwerte von Df(3, §) zu Aip = +i,/ay
bestimmt werden. In diesem Fall ist der kritische Punkt (3, §) ein Zentrum der linea-
risierten Gleichung, fiir das nichtlineare System hingegen kann mit dem Prinzip der
linearisierten Stabilitéit keine Aussage getroffen werden.

Wir kénnen jedoch oBdA y lokal in Abhéngigkeit von z als

,(x)_’)/.’L'—d Yy
y oz a— By
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darstellen und erhalten mittels der Methode der Trennung der Variablen dann die
Relation

ya .7)5
eﬂy err

Dabher ist das Phasenportrait und die Graphen von z und y von der folgenden Form:

Der Verlauf kann heuristisch wie folgt interpretiert werden: Ausgehend von einer kleinen
Réauber- bzw. Beutepopolation, wichst zunichst die Beutepopulation stirker, da wenig
Réuber vorhanden sind. Spéter wichst dann die Réduberpopulation, da sie reichlich
Beute finden. Dadurch verringert sich die Beutepopulation und zeitversetzt auch die
Réuberpopulation, da der Beutevorrat reduziert ist. Das System kehrt dann wieder in
seinen Ausgangszustand zuriick.
Diese Plausibilititsiiberlegungen lassen sich durch eine Analyse der Funktionen
4 «a

g(x) = :7 und  A(y) = eyﬁ—y’ z,y >0
natiirlich auch prézisieren und wir kénnen zeigen, dass jeder Orbit eine geschlossene
Kurve im ersten Quadranten ist, die den krititischen Punkt (3, §) im mathematisch
positiven Sinne umlduft. Die Losungen sind daher periodisch. Die Details seien dem
Leser als Ubungsaufgabe empfohlen.
b) Betrachtet man ein verallgemeinertes Modell, das sogenannte Riuber-Beute-Modell

mit beschrinktem Wachstum, d.h. das System

= (a—By—\z)z,
"= (b —v— )y

mit Konstanten o, 3,7,0, A, 1 > 0, so ist insbesondere der Punkt ($,0) ein kritischer
Punkt dieses Systems. Die im Vergleich zum Volterra-Lotka-Modell zusétzlich vor-
handenen Terme verhindern, dass bei Abwesenheit der Riduber die Beutepopulation
unbeschrénkt wéchst.

Man zeige als Ubungsaufgabe, dass der kritische Punkt (%,0) asymptotisch stabil ist
fiir den Fall §¢ < ¥ bzw. instabil ist im Falle § > 1.

c¢) Die obigen Modelle gehen auf Alfred James LOTKA (1880-1949) und Vito VOL-
TERRA (1860-1940) zuriick. Ersterer erzielte wichtige Beitrige zur Biomathematik.
Der italiensche Mathematiker Volterra wurde durch seine Beitrige zu Integralgleichun-
gen bekannt.



1 Das Prinzip der linearisierten Stabilitdt 55

Ausgehend von dem obigen Beispiel stellt sich die Frage, ob die strukturelle Ahnlichkeit
zwischen dem linearen System

und dem gestorten System

(1.5) y' = Ay +g(t,y)

noch tiefer reicht und insbesondere die Phasenbilder mit einbezieht. Der folgende Li-
nearisierungsatz von Grobmann-Hartmann (zuerst bewiesen in den Jahren 1959 bzw.
1963) gibt eine sehr befriedigende Antwort auf diese Frage.

1.5 Theorem. (Linearisierungssatz von Grobmann und Hartmann).

Es seien D C R™ eine Umgebung von 0, f € C'(D) eine Funktion mit f(0) = 0 und
a(Df(0))NiR = 0.

Dann ezistieren Umgebungen U,V von 0 und ein Homdomorphismus U — V, der die
Orbits der linearen Gleichung (1.4) in U in die Orbits der nichtlinearen Gleichung
(1.5) in V dberfihrt.

Der Beweis dieses Satzes ist nicht einfach und iibersteigt den Rahmen einer einfiihren-
den Vorlesung; wir verweisen an dieser Stelle auf die Literatur. Das obige Theorem zeigt
jedoch klar, dass Linearisierungen ein vortreffliches Mittel zum Studium nichtlinearer
autonomer Systeme in der Umgebung kritischer Punkte sind.

1.6 Beispiel. (Mathematisches Pendel).
Die Gleichung des mathematischen Pendels lautet

u”" +sinu = 0.

Als System geschrieben lautet es

A1 , _ Y2
Yo —siny; /)’

Es besitzt die kritischen Punkte (0,0) und (7, 0) und die zugehorigen Linearisierungen
lauten

A:Df(O,O):(_Ol(1)> baw. A:Df(w,o)z((l)é).

Im zweiten Fall besitzt die Matrix A die beiden Eigenwerte A o = £1. Es liegt also ein
Sattelpunkt vor. Nach dem obigen Linearisierungssatz besitzt das Phasenportrait des
mathematischen Pendels in einer Umgebung von (7, 0) ebenfalls Sattelpunktstruktur.
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Im ersten Fall stimmt das Phasenportrait der Linearisierung mit demjenigen des har-
monischen Oszillators iiberein; es handelt sich um Kreise um den Nullpunkt. Auch das
Phasenportrait des mathematischen Pendels zeigt geschlossene, nahezu kreisférmige
Kurven um 0. Dies kann man jedoch nicht aus dem Linearisierungssatz folgern, da die
beiden Eigenwerte A, » = 4 von A nicht die Voraussetzungen des Linearisierungssatzes
erfiillen.

2 Ljapunov-Stabilitat



