Il Lineare Differentialgleichungen

Lineare Differentialgleichungen bilden eine wichtige Klasse von Differentialgleichungen.
Besonders zu erwéhnen ist, dass die Menge der Lésungen fiir diese Gleichungen im We-
sentlichen eine Vektorraumstruktur besitzt und daher viele Verbindungen zur Linearen
Algebra gekniipft werden konnen. Von besonderem Interesse sind Systeme von Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, welche in Abschnitt 2 ausfiihrlich
behandelt werden.

Lineare Differentialgleichungen erscheinen auf den ersten Blick leichter zu behandeln
zu sein als nichtlineare Gleichungen. Dies ist richtig im Hinblick auf ihre eindeutige
Losbarkeit, eine Eigenschaft, welche direkt aus dem Satz von Picard-Lindelof folgt.
Dennoch sind viele lineare Differentialgleichungen nicht elementar 16sbar. Die Techni-
ken zur Behandlung linearer Differentialgleichungen werden daher in diesem Kapitel
systematisch entwickelt. Wir beginnen mit der Situation von homogenen linearen Dif-
ferentialgleichungen.

1 Lineare Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir Systeme linearer Differentialgleichungen der Form

(1.1) { y(t) = AWyt +b(t), tel,

y(to) = o,

wobei A : I — L(C") und b : I — C" stetige Funktionen sind und ¢y € I fiir ein
Intervall I C R und y, € C" gilt. Identifizieren wir A(t) mit seiner Matrixdarstellung
und schreiben b in Vektordarstellung, d.h.

al (t) ce. Q1p (t) b1 (t)
A(t) = : : o) =1 |,
an1(t) .. Gpn(t) by, (1)

so lautet das obige Anfangswertproblem explizit ausgeschrieben

yi(t) = an@®y(t) + .o + am@uat) + bi(?)

0 = amn®un®) + -+ amBum) + bat).
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26 Kapitel I1I Lineare Differentialgleichungen

Wir notieren ferner, dass nach den Uberlegungen aus der Analysis IT, auf C* und L(C)
jeweils alle Normen #quivalent sind. Insbesondere ist der Begriff der Stetigkeit nicht
von der gewéhlten Norm abhiingig. Zumeist werden wir hier die euklidische Norm | - |
oder die Supremumsnorm | - | auf C* und die zugehorige Operatornorm || - || auf

L(C") = C™™ benutzen.

1.1 Satz. Unter den obigen Voraussetzungen an A und b existiert zu jedem ty € I und
yo € C"* genau eine Lisung des Anfangswertproblems (1.1).

Unter einer Losung verstehen wir natiirlich wie bisher eine Funktion v € C*'(I,C"),
welche (1.1) erfiillt.

Beweis. Ist I ein kompaktes Intervall, so folgt die Behauptung sofort aus dem Satz von
Picard-Lindelof, denn fiir f(t,z) := A(t)z + b(t) gilt

£t 21) = f(t, 22) = [A@) (@1 = 22)] < sup | A [| lor — |

fiir alle z1, 29 € C*, d.h. f ist global Lipschitz-stetig. Ist I ein beliebiges Intervall, so
kann I durch kompakte, ¢, enthaltende Intervalle ausgeschépft werden und somit folgt
die Behauptung fiir jedes I.

O

In folgendem Satz zeigen wir, dass die Gesamtheit aller Losungen der homogenen Glei-
chung v/'(t) = A(t)y(t) einen n-dimensionalen Teilraum von C'(I,C") bildet.

1.2 Satz. In der Situation von Satz 1.1 sei ty € I fest.
a) Dann definiert die Abbildung
T:CYI,C" c(,Cch)y xc

) —
y — (¥ — Ay, y(t))

einen Vektorraumisomorphismus.

b) Es sei S : C'(I,C") — C(I,C") die Abbildung gegeben durch y — y' — Ay und
ker S := {y € C*(I,C") : Sy = 0}. Damit ist die Abbildung ker S — C*, y — y(to) ein
Vektorraumisomorphismus. Insbesondere gilt dim ker S = n.

Beweis. Die Linearitdt der Abbildungen kann elementar iiberpriift werden. Die jeweili-
gen Injektitivitits- bzw. Surjektivitdtsaussagen folgen aus der in Satz 1.1 festgestellten
eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertproblems (1.1).

O
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1.3 Korollar. Fs ezistieren genau n linear unabhingige Lisungen der Gleichung y'(t) =
A(t)y(t) in C1(I,C"). Eine Menge {z1,...,2,} von Lisungen von (1.1) ist genau dann
eine Basis von ker S, wenn die Menge der Vektoren {z1(ty), - .., z.(to)} eine Basis von
C"* ist.

Dies folgt direkt aus Satz 1.2.

1.4 Definition.

a) Es sei {21,...,2,} eine Menge von Losungen der Gleichung y'(t) = A(t)y(¢). Dann
heiit die aus den Spalten gebildete Matrix Z := (21,...,2,) : I — L(C") die Wronski-
Matriz und w(t) = det Z(t) die Wronski-Determinante.

b) Eine Basis {zi,...,2,} des Losungsraums der Gleichung 4'(t) = A(t)y(t) heifit
Fundamentalsystem. In diesem Fall heifit die Wronski-Matrix Fundamentalmatriz.

1.5 Bemerkungen.

a) Es seien z1, ..., 2, Losungen der Gleichung y'(t) = A(t)y(t). Nach Korollar 1.3 ist
{#1,...,2,} genau dann ein Fundamentalsystem, wenn w(t) = det Z(t) # 0 fiir alle
t € I und genau dann, wenn w(tq) # 0 fiir ein t € I gilt.

b) Die Wronski-Matrix Z 16st die Gleichung

Z'(t) = At)Z (1),

wobei die Ableitung Z'(t) komponentenweise definiert ist. Ist Z eine Fundamentalma-
trix, so ist eine Funktion z € C'(I,C") genau dann eine Losung von y'(t) = A(¢t)y(t),
wenn ein ¢ € C" existiert mit z(¢) = Z(t)c fiir ¢t € 1.

1.6 Satz. (Satz von Liouville). Die Wronski-Determinante w ist differenzierbar und
es gilt w'(t) = (spur A(t))w(t) fir alle t € I. Somit gilt ferner

w(t) = w(ty) exp (/t spur A(s)ds).

to

Beweis. Nach Bemerkung 1.5.a) kénnen wir oBdA annehmen, dass w(t) = det Z(t) # 0
ist fiir alle ¢ € I. Somit ist

B(t) = Z(t)'AW)Z(t), tel,
wohldefiniert und es gilt nach Bemerkung 1.5.b) Z'(t) = A(t)Z(t) = Z(t)B(t). Fiir
jedes j =1,...,n gilt daher

Z(t) = (Z(t)e;) = Z'(t)e; = Z(t)B(t)e; = > brj(t)z(t)
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und wir erhalten

w'(t) = [det (z1(2),...,2(t))]

n n

= Z Z bky(t) det (Zl(t), ey Zj_l(t), Zk(t), Zj+1(t), ey Zn(t))

Damit gilt

w(t) = w(ty) exp (/t spur A(s)ds).

to

1.7 Beispiel. Wir betrachten das System von Differentialgleichungen

n(t) = —p), tel,
) = n(), tel,
dh.
y(t) = ( 0 ) y(t), tel.

Eine Fundamentalmatrix ist gegeben durch

Z(t) = ( cost —sint ) |

sint cost

da det Z(t) = cos®(t) + sin®(t) = 1 fiir alle ¢ € I gilt. Ferner gilt
1o [ —sint —cost ) (0 -1 cost —sint
21t = < cost —sint )_ ( 1 O) < sint  cost )

2 Inhomogene lineare Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir die inhomogene, lineare Differentialgleichung

(2.1) y'(t) = A(t)y(t) + b(t),

wobei A: I — L(C") und b : I — C" stetige Funktionen sind und ¢y, € I und y, € C"
gilt.
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2.1 Satz. Es sei y, € C(I,C") eine Lisung von (2.1) und Z € C*(I,L(C")) sei
eine zugehirige Fundamentalmatriz. Dann ist jede Lisung der Gleichung (2.1) gegeben
durch

y(t) = yp(t) + Z(t)c
fiir ein c € C".
Beweis. Es sei y(t) = y,(t) + Z(t)c. Da
Y'(t) =y, (t) + Z'(t)c = A(t)y,(t) + b(t) + A(t) Z(t)c = A(t)y(t) + b(t)

gilt, ist jedes solche y eine Losung von (2.1). Sei umgekehrt y eine beliebige Losung
von (2.1), so gilt fiir § : =y — 1y,

¥ = y'(1) — 9(t) = A@)y(t) + blt) — Alt)y(t) — b(t) = AD)i(2)-

Somit gilt §(t) = Z(t)c fiir ein ¢ € C* nach Bemerkung 1.5. b).

2.2 Satz. (Variation der Konstanten).
Es sei Z : I — L(C") eine Fundamentalmatriz der homogenen Gleichung y'(t) =
A(t)y(t). Dann ist eine Lésung der inhomogenen Gleichung

(2.2) y'(t) = A@)y(t) +b(t), tel,

gegeben durch y,(t) = Z(t)c(t), wobeic € C*(I,C") eine Lisung der Gleichung Z(t)c' (t) =
b(t) ist, d.h. c ist bestimmt durch

c(t) = c(ty) + /t Z(s) 'b(s)ds, tel.

to
Beweis. Differenziert man v, so gilt
(Z(t)c(t))l =Z'(t)c(t) + Z(t)C'(t) = A(t) Z(t)e(t) + Z(t)d (t) = A(t)y,(t) + Z(t)c ().
Es ist daher y, genau dann eine Losung der Gleichung (2.2), wenn Z(t)c'(t) = b(¢) gilt,

also genau dann, wenn c(t) = c(to) + fti Z(s) 'b(s)ds fiir ein ty € T gilt.
0

2.3 Beispiel. Wir betrachten das schon im Beispiel 1.7 untersuchte System

=1 75 )uo+ (),
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jetzt versehen mit der Inhomogenitét b(t) = ( (t) ). Nach Beispiel 1.7 ist eine Funda-

mentalmatrix der homogenen Gleichung gegeben durch

Z(t) = ( cost —sint ) '

sint cost

Somit gilt wegen der Variation-der-Konstanten-Formel fiir ¢(t)

¢ . ¢ )
c(t) :/ ( CO.SS SHL )( 0 )ds—l—const. :/ ( S8 S )ds-i— const.
o \ —sins coss S o \ scoss

Das obige Integral berechnet sich via partieller Ingegration zu

c(t) _ ( —S8C0SS +sIn s )

s=t _( —tcost +sint )
ssin s + cos s o ’

tsint +cost — 1

s=0

und somit ist eine Losung der inhomogenen Gleichung gegeben durch
cost —sint ) ( —tcost +sint )

uw(t) = Z(t)c(t):(sint cost tsint + cost — 1
—tcos®t 4 costsint — tsin?t — sintcost + sint

( —tsintcost + sin?(t) + tcostsint + cost — cost )
—t +sint

( 1 —cost )

Die allgemeine Losung hat schlieBlich die Form y(t) = Z(t)d + y,(t), wobei d € R?
durch die Anfangsbedingung y(ty) = yo bestimmt ist.

2.4 Bemerkungen.
a) Betrachtet man das inhomogene Anfangswertproblem

(2.3) {Z((t?) - ;}(’t)y(t)er(t), tel,

unter den Voraussetzungen von Satz 1.1, so ist die eindeutig bestimmte globale Lésung
von (2.3) gegeben durch

(2.4) u(t) = Z(t)yyo + 2(4) / 2(s)" b(s)ds,

wobei hier Z(ty) = yo gelten muss. Dies folgt unmittelbar aus Satz 2.2.
b) Ist Z : I — L(C") eine Fundamentalmatrix der homogenen Gleichung /() =
A(t)y(t), t € I, so ist die Abbildung U : I x I — L(C") gegeben durch

Ut,s) = Z(t)Z(s)™", s,tel,

von Interesse. Es gilt ndmlich
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i) UeCYI x I,L(C")),
ii) U(s,s) =1d fiir alle s € I,

iii)

d
ZU(s) =Z'(0)2(s)" = AW Z(1)Z(s) = ARV (1, 9),
d.h. U(-, s) ist eine Fundamentalmatrix der Gleichung y'(t) = A(t)y(t) zum Zeit-

punkt s.

¢) Die obige Abbildung U € C(I x I, £L(C")) heifit Evolutionsoperator und hat folgende
Eigenschaften:

i) U(s,s) =1d fiir alle s € I,
i) U(t,7)U(r,s) =U(t,s) fir alle s,t € I und 7 € [s, ]
Die Losung der inhomogenen Gleichung (2.3) ist somit gegeben durch
t
(2.5) w(t) = Ut 1o)yo + / U(t, $)b(s)ds.
to

Dies ist die sogenannte Duhamelsche Formel.

d) Kennt man also eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems, so hat man mit-
tels (2.5) ein komplettes Verstédndnis der inhomogenen Gleichung (2.1). Wir kénnen
uns daher auf die Bestimmung einer Fundamentalmatrix konzentrieren. Eine solche
Bestimmung ist im Allgemeinen jedoch nicht explizit durchfiihrbar, es sei denn man
betrachtet Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten,
d.h. also Systeme der Form

y'(t) = Ay(t), teR,

mit einer festen Matrix A € £(C"). Dies ist Gegenstand des folgenden Abschnitts.

3 Systeme mit konstanten Koeffizienten

In diesem Abschnitt betrachten wir Differentialgleichungssysteme der Form
(3.1) y'(t) = Ay(t), teR,

mit einer n X n Matrix A iiber C. Ist n = 1, so besitzt die skalare Gleichung 3’ = ay
klarerweise die Losung u(t) = ce' fiir beliebiges ¢ € C. Ziel dieses Abschnitts ist es,
die Losung u der Gleichung (3.1) durch u(t) = e zu bestimmen, wobei ¢4 durch eine
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Erweiterung der ExponentialFunktion auf Matrizen definiert wird.
Im Folgenden sei | - | die euklidische Norm und || - || : £(C*) — R, die zugehdorige
Operatornorm. Fiir zwei n X n Matrizen A, B gilt dann

IAB] < [|All- 1B,

d.h. die Norm || - || ist submultiplikativ.

3.1 Definition. Es sei A eine n x n Matrix iiber C. Dann heif3t

exp(A) = et = Z il

J=0

die Ezponentional-Funktion von A.

Wir miissen uns zunéchst vergewissern, dass die obige Festsetzung von e wohldefiniert
ist. Da ||A7]| < ||A])Y fiir jedes j € N gilt, folgt, dass

.1 =1
Dl AN Yo Al = el < oo
=0 =0

n 1

gilt. Dies bedeutet, dass die Folge der Partialsummen S, = ) i—0 ﬁAj eine Cauchyfolge

in £(C") ist, da wir fiir ¢ > 0 ein N, € N so wihlen konnen, dass > 72 %||A||J <e
gilt. Fiir n > m > N, gilt dann

n o0

1 . 1 )
IS0 = Sl =11 D ﬁAJIIS > ﬁ||A||’<6,

j=m+17" j=m+17"
und wegen der Vollstindigkeit von £(C") konvergiert die Folge (S, )nen. Somit ist e
wohldefiniert fiir jede n x n Matrix A.
3.2 Lemma. Es seien A, B zwei n X n Matrizen tiber C. Dann gelten die folgenden
Aussagen.
a) Es gilt eAt8 = eAeP falls AB = BA gilt.
b) Setzt man et = PR, % tHAY, so gilt fiir beliebiges t € R
i) e :=1Id,
it) S(e) =Ae

c) (e) "t =e ™ fiir allet € R,
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d) eBtDA = es4 . et fiir alle s,t € R,
e) eAtMd = eAetd fiir glle t € R und \ € C,

f) etdiasQunn) — diag(et™, ... et) fiir alle t € R.

Fiir den Beweis verweisen wir auf die Ubungen.

Somit kénnen wir die Losung des Anfangswertproblems

y(t) = Ay(t), teR

(3:2) y(0) = wo,

wie folgt beschreiben.

3.3 Theorem. Es sei A eine nxn Matriz iber C und yo € C*. Dann ist die eindeutige
Lésung u von (3.2) gegeben durch

u(t) = e y;.
Der Beweis folgt unmittelbar aus Lemma 3.2 b).

3.4 Korollar. Es sei A eine n x n Matriz iber C, yo € C* und b € C(R,C"). Dann
st die eindeutige Lésung der inhomogenen Gleichung

y(t) = Ay(t)+0b(t), teR,
y(0) = o,

gegeben durch
t
u(t) = ey + etA/ e *b(s)ds, teR
0

Dies folgt aus Satz 2.2 oder der in (2.4) angegebenen Darstellung der Losung.

Mit dem obigen Theorem 3.3 haben wir die Bestimmung der Losung der Gleichung
y'(t) = Ay(t) also auf die Berechnung von e zuriickgefiihrt. Um e fiir eine gegebene
nxn Matrix A explizit zu bestimmen, verwenden wir im Folgenden den aus der Linearen
Algebra bekannten Satz iiber die Jordansche Normalform einer n x n Matrix A. Dieser
besagt, dass zu jeder Matrix A € C™*" eine invertierbare Matrix S € GL(n, C) existiert,

derart dass
Iy

J 0
S AS = o —J
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gilt, wobei Jy, fiir ¢ = 1,...,/ die Jordan Ké&stchen der Dimension p; zum Eigenwert
Ai bezeichnen, d.h. J,, ist von der Form

N1 o...0
Jy, = .
0 0\

PiXPpi

fiir geeignetes p; € N. Ferner, da
(STTAS) = (S'AS)(STTAS)...(STTAS) = StAIS

gilt, folgt

S7les =Y s—l,l,tﬂ'AfS =5 (1S

= 7

fiir alle ¢t € R. Weiter, da tS—tAS = S~1(tA)S fiir alle t € R gilt, folgt S~(tA)S =tJ
und somit gilt zusammenfassend

et =5e"Sl teR

Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass

etIn
. etJ)\2 0
e = ) , teR
0 eln
gilt und somit ist die Berechnung von e/ auf die Berechnung von e i = 1,...,1,

zuriickgefiihrt. Ein Jordan-Késtchen J,, ist nun aber von der Form J,, = \;Id + N,
wobei N; eine nilpotente p; x p; Matrix der Gestalt

o = O o

und ); ein Eigenwert von A ist. Da A\;Id und N; kommutieren, folgt nach Lemma 3.2

a)

et‘b‘i — et)\i1+tNi — et)\q;etNi’ te R.
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Da NF = 0 fiir k > p; ist, folgt

(108

3
tPi—
net 01 ¢t ... 5
(3.3) etNi:zny= 1 , teR
k=0
\ t

Zusammenfassend gilt
etA — Seth—l

mit
etJ)‘l

N
et 0
e = . , tER,

0 et],\l

und ™ wie in (3.3).

Wir kommen zu der Berechnung der Transformationsmatrix S. Hierzu sei J,, ein
Jordan-Késtchen der Dimension p zu einem Eigenwert )\; und zugehorigen Haupt-
vektoren vy, ..., v,, welche durch

(A= Neld)lu, =0, j=1,...,p,

gegeben sind. Die Transformationsmatrix S aus dem Satz iiber die Jordansche Nor-
malform besteht gerade aus den Hauptvektoren der Matrix A.

3.5 Theorem. Fiir j =1,...,p seien v; die Hauptvektoren der Stufe j zum Figenwert
A der Matriz A. Dann ist

12 ti-1

yj(t) = e)\t (’U] —|— t'Ujfl + i’l}j,Q + e + (J — 1)! vl)

eine Losung der Gleichung y' = Ay.

Beweis. Nach Theorem 3.3 bilden die Spalten von e ein Fundamentalsystem. Ferner

ist fiir jedes S € GL(n,C) auch Y (t) := 1S ein Fundamentalsystem, da

d
%(6“‘5’) =AeS und det(e!S)|—o = detS # 0
gilt. Ist S die Transformationsmatrix aus der Jordanschen Normalform, so gilt €4S =

Se!’. Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir an, dass A nur ein Jordan-Kiistchen
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Jy = M + N zum Eigenwert A der Dimension p besitzt. In diesem Fall gilt mit den
Hauptvektoren vy, ..., v,

Set = eM(vy,...,v,)e™N
Uil
PEEV
Im allgemeinen Fall besitzt A mehrere Jordan-Kistchen und die obige Darstellung
ergibt die Spalten der Matrix Y () = €!4S und somit ein Fundamentalsystem.

= eM(v,vg +tvy, .., v+t g+

O

3.6 Beispiel. Wir betrachten das System 3’ = Ay mit

20 1
A= -1 1 -1
-1 0 O

Zunichst ist das charakterische Polynom py(A) von A gegeben durch

2—A 0 1
P\(A) =det(A — Md) = det -1 1-Xx -1
-1 0 —A

= (1-X) c‘let<2__1A _IA)
= —(A-1)>%

Somit ist A = 1 der einzige Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 3. Der Eigenraum
zu A = 1 ist 2-dimensional und wird etwa durch die Vektoren

1 0
vn=| —1 undvg = | 1
-1 0

aufgespannt. Ein Hauptvektor ist gegeben durch (1,0,0)”. Mit der Transformations-
matrix

1 10
S=1 -1 0 1 | = (v1,v3,v9)
-1 00
erhalten wir daher
1 10
S1tAS=J=[010
0 01

Jede Losung der Gleichung y' = Ay hat somit die Form
y(t) = c1 evy + ¢y e (vs + tvy) + c3 ey

mit Konstanten ¢y, cg, c3 € C.
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4 Stabilitat und Klassifikation linearer Flusse

Fiir viele Anwendungen ist nicht nur die Frage der eindeutigen Losbarkeit einer Dif-
ferentialgleichung wichtig, sondern auch die Frage nach deren qualitativem Verhalten.
Inbesondere ist die Stabilitdt der Losungen, also das Verhalten der Lésungen fiir ¢ — oo
von Interesse. Wir wollen in diesem Abschnitt nur einen kurzen Einblick in dieses The-
mengebiet geben und beschrinken uns hier auf die Stabilitdt von Losungen linearer
Gleichungen. Nichtsdestotrotz werden diese Resultate in einem spéteren Kapitel iiber
Stabilitatstheorie nichtlinearer Gleichungen der Form y'(t) = f(y(¢)) von grofier Wich-
tigkeit sein.

Das im vorigen Abschnitt hergeleitete Resultat iiber die Struktur der Losung w der
Gleichung

(4.1) y'(t) = Ay(t), t=>0,

fiir eine n x n-Matrix A liefert die folgenden Aussagen iiber das Langzeitverhalten von
u. Die Menge aller Eigenwerte einer n x n-Matrix wird auch als Spektrum o(A) von
A bezeichnet, d.h. es gilt 0(A) = {\ € C: X ist Eigenwert von A}. In dieser Notation
gilt dann das folgende Resultat.

4.1 Theorem. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
a) Fir jede Losung der Gleichung (4.1) gilt limy_,o, u(t) = 0.

b) Es gilt Re A < 0 fiir alle A € o(A).

Beweis. Es sei u eine Losung der Gleichung (4.1). Nach den Resultaten des vorigen
Abschnitts ist u eine Linearkombination von Termen der Form

'/I;ﬂ
wobei A ein Eigenwert von A ist und z € C" gilt. Da [t™eMz| = t™eReM|z] fiir alle
t > 0 gilt, folgt u(t) — 0, genau dann wenn Re A < 0 gilt fiir alle Eigenwerte A von A.

O

In dhnlicher Weise lésst sich auch die Beschréanktheit von Losungen der Gleichung (4.1)
charakterisieren.

4.2 Satz. (Charakterisierung der Beschrénktheit der Lésungen).
Jede Losung der Gleichung (4.1) ist genau dann beschrinkt, wenn

i) Re A <0 fir alle A € 0(A) und
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ii) fir jedes A € o(A) mit Re A = 0 die geometrische mit der algebraischen Vielfach-
heit von X\ dbereinstimmdt.

Beweis. Nach Voraussetzung i) und ii) ist u eine Linearkombination von Termen der
Form
t™e Mz mit Re A < 0 bzw. eMz mit Re A = 0.

Dabher ist |u(t)] fiir allet¢ > 0 beschrénkt. Ist umgekehrt |u(t)| fiir alle ¢ > 0 beschriinkt,
so folgen die Aussagen i) und ii) wiederum aus dem Strukturtheorem 3.5.
4

Bei der qualitativen Beschreibung des Losungsverhaltens von Differentialgleichungen
werden hiufig die folgenden Begriffe verwendet.

4.3 Definition. Betrachtet man das Anfangswertproblem
y'(t) = f(t,y®), tel, ylto) =,

mit einer Funktion f : I x X — X, so heifit X der Phasenraum. Ist das obige Anfangs-
wertproblem fiir ¢y € I eindeutig l6sbar und ist v die Losung, so heifit die Abbildung

O:IxX =X, (tyy)— D(t,y0) := u(t)
der Fluss der Differentialgleichung. Der zugehorige Wertebereich, d.h. die Menge
{(b(ta yO) S I}

heifit Orbit oder Phasenkurve oder Trajektorie. Ferner heifit x € X Fizpunkt des Flusses
, falls
O(t,x) =z,

fiir alle ¢t € I gilt.

4.4 Beispiel. (ungeddmpftes lineares Pendel).
Betrachte die Differentialgleichung zweiter Ordnung

u"(t) + u(t) = 0,

welche durch y := (u,u’)T in das dquivalente System

y'(t)=(_01 é)y

iiberfiihrt werden kann. Zu y, € R? ist die Losung u des Anfangswertproblems mit
y(0) = yo gegeben durch den Fluss

cost sint
(L, y0) = u(t) = ( —sint cost ) Yo

Der zugehorige Orbit ist periodisch mit Periode 27.
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Das qualitiative Verhalten der Losungen der Gleichung (4.1) lésst sich in der Situation
von reellen 2 x 2-Matrizen A sehr gut beschreiben. Es wird im wesentlichen durch die
Lage der beiden Eigenwerte A\; und ), in der komplexen Ebene bestimmt. Sinnvoller-
weise betrachten wir anstelle der Gleichung (4.1) die neue Gleichung

y'(t) = By(t), teR,
mit B = S7'AS und S wie im vorigen Abschnitt. Dann ist B von der Form
(A 0 (A1
B_<O)\2> oder B_(O)\)
fiir die Eigenwerte A, Ao bzw. A von A. Dies fiihrt in natiirlicher Weise zur folgen-

den Klassifizierung linearer Fliisse. Wir betrachten zunéchst den Fall, in dem B eine
Diagonalmatrix ist. Die allgemeine Losung lautet dann

0= (20 ) = (o)

fiir ¢ € R und wir unterscheiden die folgenden Fille.

Lage der Eigenwerte in C Phasenbild

a)

A
21 (8)| = ¢lza(t)] Knoten

|21()] = |2 (t)|> Knoten
c)

M
21()| = clza(t)] > Sattelpunkt
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AMg=axif, a>0

e)

f)
A=+if, B #0
g)
/\1:)\2:/\>0
h)
M=X=A<0
i)
)\1:0,)\2>0

Ist A nicht diagonaldhnlich, so lautet die allgemeine Lésung

z(t) = ( 28 ) - < c1 et;cg teM

und es gilt weiter:

Strudel

Strudel

Zentrum, Wirbel
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Lage der Eigenwerte in C Phasenbild

j)

M=XA=A>0
k)
AM=XA=2A<0

1)

Damit haben wir uns einen vollstindigen Uberblick iiber das Losungsverhalten ver-
schafft. Zusammenfassend beschreiben wir die Situation wie folgt. Es sei A eine 2 x 2
Matrix und fiir das charakteristische Polynom gelte

p)\(A) = det(/\ — A) = ()\ - all)(/\ — 0/22) — 12091
= A\- Magz + a11) + G2011 — G1209;
A2 — dspur A + det A.

Ist D := (spur A)? — 4det A die Diskriminante von A, so gilt der folgende Satz.

4.5 Satz. Es sei A eine 2 X 2-Matriz.
a) Es gelte D > 0.

i) Ist det A > 0 und spur A <0, so ist das Phasenbild ein stabiler Knoten.
i1) Ist det A < 0 und spur A > 0, so ist das Phasenbild ein instabiler Knoten.
ii1) Ist det A < 0 und spur A =0, so ist das Phasenbild ein Sattelpunkt.

b) Ist D < 0, so gelten die folgenden Aussagen:
i) Ist spur A <0, so ist das Phasenbild eine stabile Spirale.

ii) Ist spur A =0, so ist das Phasenbild ein Wirbel oder Zentrum.
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iii) Ist spur A > 0 so ist das Phasenbild eine instabile Spirale.

Fiir n = 3 ist der Uberblick iiber das Losungsverhalten der Gleichung ' = Ay nicht
mehr so leicht herzustellen. Z_ur Illustration betrachte die Situation von A\; < 0 und
Ao,3 = oo £ ¢ mit o < 0. Als Ubung skizziere man das zugehorige Phasenbild.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch lineare Differentialgleichungen auf ihre
Stabilitdt hin untersuchen. Hierzu fiihren diesen Begriff allgemein fiir Losungen des
Anfangswertproblemes

(4.2) {z’((g)) = go(t,y(t)), teR,

ein.

4.6 Definition.
a) Eine Losung u des Anfangswertproblems (4.2) heifit stabil, falls fiir jedes € > 0 ein
0 > 0 existiert, so dass fiir alle Losungen u des Anfangswertproblems

{x'(t) = [t =z(1),
z(0) = xo

mit |zy — yo| < 0 gilt:
|z(t) —u(t)] <e, t>0.

b) Eine Losung u von (4.2) heifit instabil, falls sie nicht stabil ist.
¢) Eine Losung u von (4.2) heifit asymptotisch stabil, falls sie stabil ist und falls fiir u
wie oben zusétzlich

lim |z(t) — u(t)] =0

t—o00
gilt.
d) Eine Losung u von (4.2) heifit attraktiv, falls

lim |z(t) —u(t)| =0

t—o0

gilt.

4.7 Bemerkung. In der obigen Klassifikation linearer Flisse ist ein Wirbelpunkt sta-
bil, eine Senke asymptotisch stabil und eine Quelle instabil.

Fiir die triviale Losung u = 0 der Gleichung 3y’ = Ay mit A € R**" gilt der folgende
Satz. Die triviale Losung v = 0 heifit auch Nulllésung der Gleichung y' = Ay.
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4.8 Satz. Es sei A eine n X n-Matriz. Dann ist die Nulllosung der Gleichung iy’ = Ay
genau dann stabil, wenn gilt

i) Re A <0 fiir alle A € o(A) und

it) fiir jedes A € o(A) mit Re X = 0 stimmt die geometrische mit der algebraischen
Vielfachheit tiberein.

Ferner st die Nulllésung genau dann asymptotisch stabil, wenn Re A < 0 fiir alle
A€ a(A) gilt.

Beweis. Gelten die Bedingungen i) und ii), so ist nach Satz 4.2 jede Losung von i’ = Ay
fiir alle ¢ > 0 beschrinkt. Also gilt

lea — 0] < [le" ||z < Mla| <e, >0,

falls |z| < &7 =: §, d.h. die Stabilitat der Nulllssung.
Ist umgekehrt die Nulllésung stabil, so folgt

x| < e fiirallet >0

nur, falls e’ beschrinkt ist fiir alle ¢ > 0, d.h. falls i) und ii) gelten.
Der zweite Teil der Behauptung folgt direkt aus dem Stabilitdtstheorem 4.1.
O

4.9 Beispiel. Wir betrachten eine geddmpfte Schwingung beschrieben durch die Glei-
chung
z"(t) +z(t) + az'(t) =0, teR,

mit einem Diampfungsfaktor o > 0. Diese Gleichung ist dquivalent zum System

vo=(_) _)uo,

_(1) _(1 ) sind gegeben durch A\; = 27 und Ay, =

—2i. Also ist die Nulllosung nach Satz 4.8 stabil. Ein anderer Beweis fiir denselben
Sachverhalt beruht auf der folgenden Abschitzung. Setzt man E(y(t)) := |y(¢)|?, so
erhilt man

d
%E(y(t)) = (VE@y)" - y'(t) =2yt)"y' (t) = —2ay3(t) <0 fiir alle ¢ > 0.
Daher ist die Nulllésung stabil, denn eine Abweichung der Startwerte von der Stelle 0

kann fiir t € R nicht grofer werden.

Die Eigenwerte der Matrix A =
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5 Differentialgleichungen héherer Ordnung

In diesem Abschnitt untersuchen wir Differentialgleichungen n-ter Ordnung, d.h. Glei-
chungen der Form

(5.1) y ™M) = g(ty(t),y'@),...,y" @), tel,

wobei g € C(I x D,R) eine stetige Funktion, D C R" eine offene Menge und I C R
ein Intervall bezeichnet. Eine Funktion v : I — R heifit Losung dieser Gleichung, falls
a) u € C"(J,R) fiir ein Intervall J C I,

b) (u(t),v'(t),...,u™V(t)) € D fiir alle t € J,

c) u™(t) = g(t,u(t),u'(t),...,u*D(t)) fiir alle t € J.

Differentialgleichungen der obigen Form lassen sich auf ein System von n Differential-
gleichungen erster Ordnung, d.h. auf das System

() = va(t)
Ys(t) = s(t)

Yn1(t) = yalt)
yn(t) = gt y1(t),. .., yn(t))

transformieren. Wir wollen diese Beobachtung im folgenden Satz festhalten.

5.1 Satz. Die Differentialgleichung (5.1) ist dquivalent zu dem System
(5.2) y'(t)=fty(), tel,
mit f € C(I x D,R") gegeben durch f(t,y) := (Y2, Y3y - Yns 9(t, Y15+ -y Yn))-

Beweis. Ist u eine Losung von (5.1), so ist

!

Y= (yl:y27"',yn) = (u)u,"'au(nil))

eine Losung von (5.2). Umgekehrt, ist y eine Losung von (5.2), so ist u := y; eine
Lésung von (5.1).
0

Im Folgenden betrachten wir lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung der Form
u™ (1) + an_y (u" V() + ..+ ao(t)ult) = b(2),

fiir stetige Funktionen ag,...,a,_1,b € C(I,R). Wir notieren zunichst, dass diese
Gleichung dquivalent ist zu dem System

y(t) = A®)y(t) + B(t), tel,
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wobei
Y=, yn)T = (u, .. u )T B=(0,...,0,b)"
und
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= : : : : : :
0 0 0o ... 0 1
—ag —a; —Qy ... —Gp_9 —Up_1

gilt. Unsere bereits im Abschnitt 2 erzielten Ergebnisse iiber lineare Systeme erster
Ordnung lassen sich daher wie folgt auf die jetztige Situation iibertragen.

5.2 Satz. Sind die Koeffizientenfunktionen ag, . . ., a,_1 und b stetig auf einem Intervall
I, gilt a, = 1, und ist ty € I, so besitzt das Anfangswertproblem

n—1

u™@) + ) a;(u(t) = b(t), tel
=0
uB(ty) = w, [=0,...,n—1,

genau eine Ldésung. Sie existiert in ganz I und hdngt in jedem kompakten Teilintervall
von I stetig von den Funktionen ay,...,a,_1 und b ab.

Im Folgenden betrachten wir den Fall konstanter Koeffizienten, d.h. wir betrachten den
Differentialoperator

A(D)u = Zaju(j) mit a; € Cund a, = 1.
j=1

Das charakteristische Polynom der zugehérigen Marix

—A 1 0 0 0
0 - 1 ... 0 0
det(A—A) =det | : S : : ,
0 0 0o ... - 1
| —ap —a1 —ay ... —Gp—2 —Gp_1— A |

ldsst sich leicht angeben. Entwickelt man die Determinante nach der letzten Zeile, so
folgt

det(A—A) = (=1)"[ag + @A + ... + an_1 A"+ A"
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Also ist A genau dann ein Eigenwert der algebraischen Vielfachheit m, der Matrix A,
wenn A\ eine Nullstelle der Vielfachheit m, des Polynoms

A(N) = Zaj)\j, mit a, = 1
=0

ist. Dieses Polynom heifit auch das charakteristische Polynom des Differentialoperators
A(D) := 37" ya;D7. Man erhilt dieses Operatorpolynom durch formales Ersetzen der
Ableitung durch .

Nach diesen Vorbereitungen ist es nun leicht, ein Fundamentalsystem fiir die homogene
Gleichung A(D)u = 0 anzugeben.

5.3 Satz. Es sei A(D) = 77, a;D? ein Differentialoperator mit konstanten Koef-

fizienten a; € C fir j = 0,...,n und a, = 1 und \,...,\; seien die paarweise
verschiedenen Nullstellen von A(X) = Y775 a;N mit den Vielfachheiten my,. Dann
bilden die Funktionen

eNt, teMt, ... ™ e 1<1<k,

ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung A(D)u = 0.

Beweis. Dies folgt direkt aus Theorem 3.5.

Wir erldutern die obigen Ergebnisse anhand der folgenden Beispiele.

5.4 Beispiele.
a) Betrachte die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

(5.3) u”(t) + bu'(t) + cu(t) =0,

mit b,c € R. Dann gilt

A=(_Oc _1b> bzw. (A_A):(:é —Al—b)’

Das zugehorige charakteristische Polynom
N +bA+c

besitzt die Nullstellen
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Fall 1: Es gelte b> —4c > 0 und ¢ > 0. In diesem Fall sind A\;, Ay € R mit A\; > Xy. Also
lautet die allgemeine Losung

u(t) = cre™t + e, teR

mit ¢1,co € R Ist b > 0, so ist Ay < A\; < 0, so klingen alle Lésungen exponentiell ab.
Physikalisch gesprochen handelt es sich um eine Schwingungsgleichung mit Ddmpfung.

In der Phasenebene haben wir einen stabilen Knoten.

Ist b < 0, so gilt 0 < Ay < A; und man spricht von einer Anregung; in der Phasenebene

haben wir es in disem Fall mit einem instabilen Knoten zu tun.

b) Fall 2: Es gelte b*> — 4c = 0 und b # 0. In diesem Fall lautet die allgemeine Losung
u(t) = cre™ + cpte™, teR,

mit A = —% # 0. Ist b > 0, so folgt A < 0, also der Fall der Dampfung und in der
Phasenebene haben wir einen stabilen Knoten.

Ist hingegen b < 0, also A > 0, so haben wir in der Phasenebene einen instabilen
Knoten.

Fall 3: Es gelte b* — 4¢c < 0 und b # 0. Setzt man o := —% und w := 402_”2, so lautet
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die allgemeine Lésung
u(t) = e*(c; coswt + ¢y sinwt), teR,

mit ¢1,c9 € R
Ist b > 0, also a < 0, so handelt es sich um eine gedimpfte Schwingung und in der
Phasenebene liegt eine stabile Spirale vor.

Ist hingegen b < 0, also a > 0, so handelt es sich um eine angefachte Schwingung und
in der Phasenebene haben wir eine instabile Spirale.

Fall 4: Es gelte b =0 und ¢ > 0. Die allgemeine Losung lautet in diesem Fall
u(t) = ¢ cos(wt) + co sin(wt), t €R,

mit w? = c. Alle Lésungen sind daher periodische Funktionen mit Periode w und im
Phasenraum haben wir ein Zentrum.

In diesem Fall ist die Gleichung (5.3) dquivalent zur Gleichung
u(t) + w?u(t) = 0,
der Gleichung des harmonischen Oszillators. Ferner spielt die Gleichung
u(t) + 200/ (t) + w?u(t) = 0,

in der Mechanik als Gleichung des gedampften harmonischen Oszillators eine wichtige
Rolle.

Die Diskussion der weiteren Fille, d.h. ¢ < 0, b # 0,¢ =0 und b = 0, c = 0 {iberlassen
wir dem Leser als Ubungsaufgabe.



