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| Elementare Losungsmethoden

In diesem Kapitel betrachten wir elementare Methoden zur Losung von Differential-
gleichungen 1. Ordnung. Elementar bedeutet in diesem Zusammenhang, dass die be-
schriebenen Methoden nur auf Differentiations- sowie Integrationstechniken beruhen,
welche wir aus der Analysis I kennen. Insbesondere verwenden wir in diesem Kapitel
keine Fixpunktargumente.

Das Kapitel beginnt und enthilt im Wesentlichen die Methode der Trennung der Va-
riablen. Diese klassische Methode zur Behandlung gewisser Typen von Differentialglei-
chungen benétigt neben dem Hauptsatz der Diffential- und Integralrechnung nur den
Begriff der Umkehrfunktion und deren Ableitung.

Wir beginnen mit einem kurzen Abschnitt, in welchem Anfangswertprobleme und der
Begriff einer Losung einer Differentialgleichung eingefiihrt werden. Hieran anschlieend
folgt ein Abschnitt {iber die Methode der Trennung der Variablen, welche dann im letz-
ten Abschnitt an Hand klassischer Beispiele weiter illustriert wird.

1 Begriffsbildung

In diesem Abschnitt sei 2 C K" immer eine offene Menge, wobei K = R oder K = C
gilt. Fiir ein offenes Intervall I C R, (to,%0) € I x Q und eine stetige Funktion f :
I x 2 — <) betrachten wir das Anfangswertproblem

(1.1) { z'é?) - ?Jjo(t y), tel,

In der folgenden Definition prézisieren wir den Begriff der Losbarkeit des obigen An-
fangswertproblems.

1.1 Definition. (Losungsbegriff).
Eine Funktion u : J —  heifit Losung des obigen Anfangswertproblems, falls folgende
Bedingungen erfiillt sind:

a) J C I ist ein nicht triviales Intervall (d.h. es besteht nicht nur aus einem Punkt)
mit to € J,
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b) u € C'(J,9),
c) u'(t) = f(t,u(t)) fiir alle t € J,

d) U(to) = Yo-

Neben dem Begriff der Losung interessieren wir uns weiter fiir sogenannte maximale
und globale Losungen von Anfangswertproblemen. Genauer gesaft sind diese wie folgt
definitiert.

1.2 Definition. a) Erfiillt in der obigen Situation eine Funktion v : J —  nur
die Bedingungen a)-c), so nennt man u eine Ldsung der Differentialgleichung

y' = f(t,y).

b) Ist @ : J — Q eine weitere Losung des obigen Anfangswertproblems, so heifit
eine Fortsetzung von u, falls J C J und 4|; = u gilt. In diesem Fall schreibt man
auch u C 4.

c¢) Besitzt u keine echte Fortsetzung, so heifit u mazimale Lisung und J das mazi-
male Existenzintervall des obigen Anfangswertproblems.

d) Gilt J = I, so heifit u globale Lisung des obigen Anfangswertproblems.

2 Trennung der Variablen

In diesem Abschnitt betrachten wir die spezielle Situation, in der die reellwertige rechte
Seite f der Differentalgleichung als Produkt zweier Funktionen g und h geschrieben
werden kann, wobei g und h jeweils stetige reellwertige Funktionen einer Variablen
sind, d.h. dass

fty) =gO)h(y), telyeq,
fiir stetige Funktionen g : I — R und h : I — R gilt. Wir betrachten dann das
Anfangswertproblem

(2.1) { y(t(?j)l = if)h(y)’ tel

Probleme dieser Art heiflen auch Differentialgleichungen erster Ordnung mit getrennten
Variablen.
Es sei y : J — Q eine Losung des Anfangswertproblems (2.1) derart, dass h(y(t)) # 0

fir alle t € J gilt. Somit gilt g(t) = h‘l(’;((?)) und durch Integration sowie durch die

Substitution £ = y(7) erhalten wir

t B t yl(T) B y(t) 1
(2.2) /to g(T)dT—/tO h(y(T))dT_/yo @d@
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Setzt man G(t) := ft'; g(7)dr, so folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung, dass G stetig differenzierbar ist.
Weiter sei U eine Umgebung von yo € Q mit h(£) # 0 fiir alle £ € U. Setzt man fiir

yeU Y
H(y) = / 0 %g)dg,

so ist wiederum H stetig differenzierbar mit H(yp) = 0 und H' = % Dies bedeutet, dass
H einen C'-Diffeomorphismus von U auf ein Intervall V' C R darstellt mit H(yy) = 0 €
V. Damit gilt die Aussage (2.2) genau dann, wenn H(y(t)) = G(t) bzw. wenn y(t) =
H~'(G(t)) fiir alle t € J gilt. In diesem Fall ist y : J — R eine stetig differenzierbare
Funktion mit y(ty) = yo. Differenzieren wir die Gleichung H(y(t)) = G(t) nach der
Kettenregel, so ergibt sich
HWOW(E) = G (0) & (1) = s = gOh(u(0), 1€ ]
H'(y(1)) ’

Dies bedeutet, dass y := H™' oG : J —  eine Losung des Anfangswertproblems (2.1)
ist.

Weiter kann man zeigen, dass aufler y keine weiteren Losungen des obigen Problems
existieren. Hierzu sei § eine weitere Losung von (2.1). Dann gilt fiir g(7) # 0 wie oben

_ 0
T}

Integrieren wir diese Gleichung wie oben, so erhalten wir

/t :g(T)dT = /t: h%((?))dr - /y f(t) %df.

Dies impliziert aber, dass G(t) = H(3(t)) und also dass (t) = H-'(G(t)) = y(¢t) fiir
alle t € J gilt.

Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen.

2.1 Satz. (Trennung der Variablen).

Es seien I C R ein Intervall, QsubsetR und g : I — R bzw. h : I — R stetige

Funktionen. Gilt h(yo) # 0, so ezistiert ein offenes Intervall J C I um ty, so dass das

Anfangswertproblem (2.1) auf J genau eine Losung besitzt. Diese ist gegeben durch
v

y=H oG mit G(t) == /ttg(T)dT und H(y) := / @df.

Wir erldutern die oben beschriebene Methode der Trennung der Variablen an Hand
folgender Beispiele.
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2.2 Beispiele.
a) Wir untersuchen das Anfangswertproblem

{ y(t) =1+9%(), teR
y(0) = 0.

Setzt man g(t) = 1 fiir alle t € R und h(y) = 1 + y? fiir alle y € R, so folgt aus Satz
2.1, dass dieses Problem in einer Umgebung von 0 genau eine Lésung y besitzt. Diese

lasst sich aus der Gleichung
[ e
——d¢ = / dr
o 1+& 0

y(t) =tant

zu arctany = t, also zu

fiir t € (—m/2,7/2) bestimmen. Die Losung ist daher maximal aber nicht global.
b) Wir betrachten weiter das Anfangswertproblem

{ y'(t) =coste¥®, teR,
y(0) = /2.

Setzt man g¢(t) = cost und h(y) = €Y, so folgt wiederum aus Satz 2.1, dass dieses
Problem in einer Umgebung von 0 eine eindeutige Losung besitzt, welche durch

Yy t
/ e td¢ = / cos TdT
w/2 0

—/2 = ¢7¥, also zu

zu —sint +e
y(t) = —log[—sint + e ™?]

bestimmt werden kann. Dieses Beispiel zeigt, wie auch das obige Beispiel a), dass die
Losung eines Anfangswertproblems nicht notwendig auf ganz R, sondern eventuell nur
in einem kleinen Intervall exisitiert, und zwar auch dann, wenn die rechte Seite der
Gleichung auf ganz R x R definiert und ,glatt* ist. Man schaue sich darauthin noch
einmal die Formulierung und den Beweis des Satzes 2.1 an.

Gewisse Typen von Differentialgleichungen lassen sich durch Skalierungsargumente auf
eine bekannte Situation zuriickfiihren. Wir betrachten hier zum Beispiel sogenannte
homogene Differentialgleichungen.

2.3 Beispiel. (Homogene Differentialgleichungen).
Fiir Q = (0,00) und eine stetige Funktion f : 2 — R betrachten wir Differentialglei-
chungen von der Form

y(0) = (). te0.00).
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Fiihrt man u = y/t als neue Variable ein, so erhélt man

ul(t) _ _% " y’it) _ _% n f(tU) _ f(u)t—u;

somit ist das Problem auf ein Problem zuriickgefiihrt, welches sich mit der Methode
der Trennung der Variablen l6sen lésst.
Wir betrachten zum Beispiel das Anfangswertproblem

{y’(t) = - teR

<

—~
—_

N—r
—_

tu?(t)?

{ u'(t) = -3, teR

Die Losung hiervon ist bestimmt durch

T

u b1 31
/ vidv = —/ —dr, also durch 4 5 = —logt.
1 1

Dies bedeutet, dass y gegeben durch
y(t) =ty/1— 3logt

fiir ¢ € (0, /e) die Losung obigen Anfangswertproblems ist.

3 Lineare Differentialgleichungen und andere klassiche
Beispiele
Wir beginnen mit einem Abschnitt iiber lineare Differentialgleichungen.

Lineare Differentialgleichungen

Die Technik der Trennung der Variablen ldsst sich gewinnbringend auf sogenannte
lineare Differentialgleichungen anwenden. Hierunter versteht man Differentialgleichun-
gen der Form
y'(t) +g(t)y(t) = h(t),t € I,
wobei g,h : I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I sind. Wir betrachten
zunichst den Fall A = 0. Satz 2.1 impliziert, dass dann jede Losung der obigen Glei-
chung von der Form
¢
y(t) =ce Y mit Gt) = [ G(r)dr, toel

to
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ist, wobei ¢ € R beliebig gewihlt werden kann. Die der Anfangsbedingung y(0) =
gehorchende Losung hat daher die Gestalt

y(t) = yoe “9, tel

Fiir den inhomogenen Fall h # 0 betrachten wir den Ansatz

t
y(t) = c®)e P  mit Gt) = [ G(r)dr, toel

to

mit einer Funktion ¢ : I — R. Dann gilt
Y +gy=[d —gc+gde®=de=h
genau dann, wenn
¢
¢ = he® also genau dann, wenn  c(t) = / h(t)efOdt + Cy, tel
to

gilt. Wir erhalten also den folgenden Satz.

3.1 Satz. Es seien I C R ein Intervall, g, h : I — R stetige Funktionen sowie ty € 1.
Dann besitzt das Anfangswertproblem

g s

genau eine globale Losung vy, welche durch
y(t) = e Wy, 4 7¢O /t h(t)ef®dt, tel.
to
gegeben ist.
Nach Konstruktion ist es klar, dass y, definiert wie oben, eine Losung des Anfangs-

wertproblems (3.1) ist. Den Beweis der Eindeutigkeit iiberlassen wir dem Leser als
Ubungsaufgabe.

Die Bernoullische Differentialgleichung

Es sei a # 1. Zu Ehren von Jakob BERNOULLI (1654-1705), einem der grofien Ma-
thematiker seiner Zeit, wird die Gleichung

Y (1) + gy (t) + h(t)y*(t) = 0
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als Bernoullische Differentialgleichung bezeichnet. Multipliziert man diese Gleichung
mit (1 — a)y~?, so erhalten wir zunéchst

(¥ 7)) + (1 — a)g(t)y' () + (1 — a)h(t) = 0.
Setzt man dann u := y' =%, so ergibt sich eine lineare Differentialgleichung der Form
u'(t) + (1 — a)g(t)u(t) + (1 — a)h(t) = 0.

Ist u eine Losung dieser linearen Gleichung, so ist y := u'/(!=® eine Lésung der Ber-
noullischen Gleichung. Mit anderen Worten bedeutet dies, dass wir eine Losung der
Bernoulischen Gleichung erhalten, wenn wir nur die obige lineare Gleichung zu losen
vermogen. Wegen der auftretenden Potenz y* sind je nach « jedoch verschiedene Fille
(0 € R o € Z, v € 27) 7zu unterscheiden.

Die Riccatische Differentialgleichung

Fiir ein Intervall I C R und stetige Funktionen g, h, f : I — R lautet die Riccatische
Differentialgleichung

y'(t) + g()y(t) + h(t)y*(t) = f(t), tel

Gilt speziell f = 0, so handelt es sich um eine Bernoullische Gleichung mit oo = 2 vor.
Nach dem vorherigen Abschnitt erfiillt die Funktion v = 1/y die lineare Gleichung

u'(t) — g(t)u=h(t), tel.

Demnach werden fiir f = 0 alle Losungen der Riccatischen Gleichung durch y = 0
und y = 1/u beschrieben. Im Fall f # 0 lassen sich Losungen nur noch in bestimmten
Sonderfillen explizit angeben.

Die logistische Gleichung

Die logistische Gleichung tritt haufig bei der Modellierung von Populationsmodellen
auf. Sie ist von der Form
y'(t) =y®)(b—cyt), t=0,
fiir gegebenen Konstanten b,c > 0. Mittels der Methode der Trennung der Variablen
erhalten wir fiir jedes a # 0 die Losungen
b 1
wlt) =————, t>0.
Yalt) cl+ qe b

Weitere Losungen sind durch y =0 and y = % gegeben.
Betrachtet man anstelle von Konstanten b,c > 0 nun stetige Funktionen b,c : Ry —
R, , d.h. betrachtet man die verallgemeinerte logistische Gleichung

y' () =y(B) () — ct)y(1), t=0,
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so sehen wir, dass diese Gleichung eine Bernoullische Gleichung darstellt. Setzt man
u = 1/y, so erhélt man mit gegebenem y(0) = yo > 0

u'(t) = =b(t)u(t) + c(t), u(0) =1/yo = up.

Die Losung dieser Gleichung lautet

t t
u(t) = B0y + / o(T)ePDdr  mit B(t) = / b(s)ds.
0 0



