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Ubungen zur Vorlesung
Optimierung bei partiellen Differentialgleichungen

G1. Berechnung des Gradienten der reduzierten Zielfunktion

Wir betrachten das endlichdimensionale Optimalsteuerungsproblem

i AN, E(y,u) =
yepmin  S(y,u) v (y,u) =0

mit C'-Funktionen f : R" xR? — R, E : R” x RY — R". Es sei bekannt, dass die Gleichung
E(y,u) = 0 fiir jedes u € R? genau eine zugehorige Losung y(u) € R™ besitzt. Das Problem
ist dann offensichtlich dquivalent zu dem reduzierten Problem

min f(u) mit fu) = Fy(u),u).

u€eRY

Ferner sei ), (y(u), u) fiir jedes u € R? invertierbar.

a) Differenzieren Sie die Gleichung F(y(u),u) = 0 (total) nach « und berechnen Sie daraus
die Ableitung 3/(u) der Abbildung u — y(u).

b) Leiten Sie, dhnlich wie in a), zu gegebenem v € R? ein lineares Gleichungssystem zur Be-
rechnung der Richtungsableitung (Sensitivitit) dyy(u) := y'(u)v her. Nutzen Sie dyy(u),
um die Richtungsableitung f’(u)v zu bestimmen.

c) Zeigen Sie

A~

Vf(u) = f,(u)T = y/(u)Tvyf(y(u)v u) + vuf(y(u)a u)
= E,(y(w),u)'p + Vi (y(u), u),

wobei der adjungierte Zustand p = p(u) € R"™ die adjungierte Gleichung 16st
Egl;(y(u)7 U)Tp = _vyf(y(u)7 u)

d) Vergleichen Sie den Aufwand der Berechnung von V f (u) bei Verwendung der Sensiti-
vitdtsmethode aus b) und der Adjungiertenmethode aus c).

G2. Funktionalanalytische Grundlagen
Sei 2 C R™ offen und beschrinkt. Betrachte den Vektorraum stetiger Funktionen
C(Q):={v:Q—R; v stetig}.

Definiere fiir u, v € C(€2)

[ullzee := sup |u(z)],  (u,v)2 = /QU(x)v(w) da, |lullp2 = /(u, u) 2.

el

a) Sei X der Banachraum (C(fQ), || - ||z ). Entscheiden Sie, welche der folgenden linearen
Funktionale in X* liegen und schétzen Sie gegebenenfalls deren X *-Norm ab:

o ul:u€ X — u(y) mitfestem y € €,

Bitte wenden!



o uj:u€ X — [u(z)u(z)dz mit festem v € C(Q),

e ui:ucXm— fQ\{y}ﬁdajmitfestemy €.

b) Zeigen Sie, dass eine Konstante C' > 0 existiert mit ||u| ;2 < C||u| 1~ fiiralleu € C(£2).

c¢) Sei H der Pri-Hilbertraum aller Funktionen aus C/(€2) mit dem Skalarprodukt (-, )2
Zeigen Sie, dass H kein Hilbertraum ist. Welche der Funktionale aus a) sind beschrinkt
auf H?

G3. Existenz von Minima

Haben die folgenden Optimierungsprobleme Losungen? Begriinden Sie Thre Antwort.

1
a) min /uxde s.t. u(l) =1.
weC([0,1]) Jo ( ) ( )

1
b in — 2dz st <1.
) min /0 su(@)2de st |ulpe <

Hierbei sei L?((0,1)) der iibliche Lebesgue-Raum, also die Vervollstindigung des Pri-
Hilbertraums (C'([0, 1]), (-, ) z2).

H1. Rund um Differentialoperatoren

Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Sei H der Pri-Hilbertraum aller Funktionen aus C'(€2) mit
dem Skalarprodukt

(u,v) 2 ::/Qu(a:)v(a:) dx.

Weiter sei V' der Pri-Hilbertraum aller Funktionen aus C () mit dem Skalarprodukt

(u,v) g1 = /Q(u(x)v(x) + Vu(z)'Vu(z)) dz.

a) Zeigen Sie, dass die Abbildung
ueVm—uy, € H 1<i<n,
linear und stetig ist.
b) Finden Sie Funktionen uy, € C?(€2), k € N, mit
lurllgr <1, | Augll2 > k.

c) Zeigen Sie, dass die Abbildung
(u,v) € V> / Vu(z)TVu(z)dr € R
Q

bilinear und stetig ist.

d) Rufen Sie sich den Gaufschen Integralsatz in Erinnerung und zeigen Sie: Hat 2 hinrei-
chend glatten Rand, so gilt fiir alle u € C?(Q), v € C1(Q), v|gq = 0:

/Q—Au(a:)v(a:) dx:/QVu(x)TVv(x) dz.

e) Zeigen Sie, nochmals mit dem GauBschen Integralsatz: Ist y € C?(2) Losung von
0
—Ay =g auf(, Y h auf 09,
%

mit Funktionen g € L2(Q) und h € L?(09), dann gilt:

/ Vy(2) Vo(z) dz = / g(z)o(x) dz + / h(z)o(z) dS(z) Vv e CH(Q).
Q Q o0

Abgabetermin fiir Hausaufgaben: Nichste Ubung.



