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Minitest Losung

a) Sei P(z) ein beliebiges einstelliges Priadikat. Welche der folgende Formeln in der Signatur (P) ist
eine syntaktisch korrekte FO-Formel?

® VaVy P(z) A P(y)

X Vo JzP(z)

O P(x)Vz

O VPVaVy (P(z) < P(y))
Begriindung: Der dritte Satz ist syntaktisch nicht korrekt, weil der Quantor an der falschen Stelle
steht. Der vierte Satz ist falsch, weil VP, also quantifizieren iiber Pradikate, in FO nicht moglich
ist.

b) Welche der folgenden Sétze in der Signatur (P) ist allgemeingiiltig.

R Verdyx =y

O JdzVyz=y

® Vo P(z)V Jdy—P(y).
Begriindung: Der erste Satz ist allgemeingiiltig, weil y nach x gewéahlt wird und man damit
y := x setzen kann. Der zweite Satz ist nicht allgemeingiiltig, weil er z.B. der folgenden Struk-
tur ({a,b}) nicht erfiillt wird (warum?). Der dritte ist allgemeingiiltig, weil er dquivalent zu
Va P(x) V =Yy P(y). Er ist damit eine Instanz des tertium non datur, also von ¢ V —.

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Modellierung)
Ein Meteorologe versucht die zeitliche Entwicklung des Wetters an einem bestimmten Ort mit folgender
Signatur in FO zu beschreiben:

S={0,N,<,S,R}.

0  Konstante fiir Starttag
N 1-stelliges Funktionssymbol fiir ,,ndchster Tag“
< 2-stelliges Relationssymbol fiir die zeitliche Ordnung der Tage
S, R 1-stellige Relationssymbole fiir Sonne und Regen
Formalisieren Sie die folgenden Aussagen in FO(5):

1) Auf Regen folgt Sonnenschein.

2) Jeden zweiten Tag scheint die Sonne.




3)
4)
5)

Wenn an einem Tag die Sonne scheint, gibt es innerhalb drei Tagen wieder Regen.
Regen dauert nie langer als drei Tage.

Innerhalb einer Periode von vier Tagen regnet es an mindestens zwei Tagen.

Aufgabe G2
Betrachten Sie die Signatur (<) und eine Struktur A = (A, <) in dieser Struktur.

®

(ii)

Beschreiben Sie einen Algorithmus der bei der Eingabe einer Folge von Elementen ay, as, . . . a,, aus
A entscheidet, ob die a; paarweise verschieden sind. Wieviele Vergleiche mit = oder < benétigt Thr
Algorithmus.

Betrachten Sie nun die Struktur N' = (N, <). Geben Sie einen Algorithmus an, der fiir A schnel-
ler als fiir allgemeine Strukturen .4 entscheidet, ob eine Folge von Elementen aq,as,...,a, € N
paarweise verschieden ist?

Welche Eigenschaften von N haben Sie benutzt und kénnen Sie einen Satz (¢ angeben, dass der
Algorithmus fiir alle Strukturen A = ¢ funktioniert?

Hinweis: Erinnern Sie sich an Heapsort oder Mergesort und nutzen Sie die Eigenschaft, dass jeder
diesee Algorithmen eine List in O(n log(n)) Zeit und damit insbesondere mit O(nlog(n)) Verglei-
chen sortiert.

Aufgabe G3
Wir wollen Sprachen {iber dem Alphabet ¥ := {a, b} mit Hilfe der Pradikatenlogik definieren. Wie im
Skript, S. 3, definieren wir zu einem nichtleeren Wort w = a . .. a,, eine Wortstruktur

W(w) = ({1,...,n},<, Py, P)

wobei

P,:={i<n|a;=a} und B :={i<n|a =b}.

(Wir schlielfen das leere Wort aus, da es keine leeren Strukturen gibt.) Ein Satz ¢ € FO(<, P,, P)
definiert dann die Sprache L(p) := {w € X7 | W(w) = ¢}.

(@)

(b)

(o)

Welche Sprachen definieren die folgenden Formeln?
i VaVylz <y — (Puz — Pyy) N (Pyy — Pox))]
ii. VaVy[(z <y APz A Pyy) = 3z(x <z Az < yA Ppz)]
Geben Sie zu den folgenden Sprachen Formeln an, welche sie definieren.
i. L((a+ b)*bb(a+ b)*)
ii. L((ab)™)
Zusatzaufgabe: Wir definieren die Menge der *-freien reguldren Ausdriicke induktiv durch
- () und jedes Element von ¥ sind x-freie regulédre Ausdriicke;
- sind « und S *-freie reguldre Ausdriicke, so auch a3, a + 8 und ~q.
Die Semantik eines solchen Ausdrucks ist wie fiir reguldre Ausdriicke definiert, wobei die Operation

~ fiir die Komplementierung steht: L(~«) := ¥* \ L(«). Konstruieren Sie (induktiv) zu einem
gegebenen *-freien reguldren Ausdruck « eine Formel ¢, (z,y), so daf}

W(ar...an) E@ali,k] < 1<i<k<nundw; € L(a).

Bemerkung: Man kann zeigen, dass die x-freien reguldren Ausdriicke genau die Sprachen be-
schreiben, die man mit Priddikatenlogik definieren kann. Weiterhin gibt es regulidre Ausdriicke,
die Sprachen beschreiben, die von keinem x-freien reguldaren Ausdruck beschrieben werden. Re-
guldre Ausdriicke konnen also mehr Sprachen beschreiben als Logik erster Stufe. Allerdings gibt
es eine Erweiterung der Logik erster Stufe, die sogenannte monadische Logik zweiter Stufe, mit der
man genau die Sprachen definieren kann, die auch von reguldren Ausdriicken beschrieben werden.
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Haustibung

Aufgabe H1
(a) Geben Sie eine FO-Formel an, die besagt, dass die Trigermenge genau n Elemente enthélt.

(b) Geben Sie eine FO-Formel an, die erfiillbar ist, aber nur unendliche Modelle hat.
Hinweis: Betrachten Sie die Signatur (<).

(c) Begriinden Sie, warum die folgende Formel wahr ist.

¢ = Jz (Px — YyP(y) ).

Aufgabe H2 (Monoide) (7 Punkte)
Betrachten Sie die Signatur (x, ), wobei * eine 2-stellige Funktion und e eine Konstante ist.

(a) Ein Struktur A fiir diese Signatur heif3t Monoid, wenn * assoziative ist und e ein neutrales Element
fiir *, siehe Skript FGdI1 1.1.19.

Geben Sie einen Satz ¢ an, so dass .A ein Monoid ist genau dann wenn A |= .

(b) Wenn es zu jedem Element von A ein Inverses gibt, dann kann A zu einer Gruppe erweitert werden.
Geben Sie einen Satz ¢ an, so dass A = ¢ genau dann wenn A zu einer Gruppe erweitert werden
kann.

(c) Betrachten Sie die folgenden Monoide:
1) A =(Z,+,0)
2) A, = (N,+,0)
3) A3 = (N, max, 0), wobei max(x, y) das Maximum von x und y bezeichnet.
4) Ay = (%,-,¢), wobei ¥ = {a, b}. Das ist der Wortmonoid, siehe Skript FGdI1 1.1.21.
Geben Sie Satze 1, 2, p3, 4, so dass fir jedes i € {1,2,3,4}

A E @, und fiir j #¢ A ¥ ;.

D.h. mit den Sétzen ; konnen die Strukturen unterschieden werden.

(d) Geben Sie eine Struktur A fiir die Signatur an, die kein Monoid ist.




