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Minitest Losung

a)

Sei S = (¢, f, P) und F' = VaVyfxPcy eine geschlossene Formel in Skolem-Normalform; f sei
dabei ein zweistelliges Funktions- und P ein zweistelliges Relationssymbol. Geben Sie die Menge
To(S) aller variablenfreien Terme iiber S zur Formel F an.

e OM, =0
* O M :={c,x,y, frPcy}
* O Mj :={¢, Pcc, PPcce, PcPcc, ... }
* ® M, :={c, fee, ffece, fefee, ... }
Begriindung: c ist eine Konstante, f ein Funktionssysmbol gemif3 Vereinbarung des Skripts und der

Vorlesung. To(S) # M, da ¢ € Ty(S). To(S) # Ma, da Ty(S) u.a. variablenfrei ist. Tp(S) # Ms,
da P eine Relation ist. 7y(S) = M, nach Definition 1.3 im FO-Skript.

b) In der FO mit Gleichheit gibt es Formeln, die nur in Strukturen, deren Tragermengen hochstens
zwei Elemente enthalten, erfiillbar sind. X Richtig O Falsch
Begriindung: Die Formel VaVyVz ((x = y) V (x = z) V (y = z)) ist nur in Strukturen erfiillbar, de-
ren Tragermengen hochstens zwei Elemente enthalten. Anmerkung: Die Formel Jx3y—(z = y) ist
dagegen nur in Strukturen erfiillbar, deren Grundmengen mindestens zwei Elemente enthalten.

¢) Jede PNF-Formel (prianexe Normalform) ist auch in SKNF (Skolem-Normalform). £ Ja X Nein
Begriindung: Gegenbeispiel: dx Pz ist nicht in SKNE da sie nicht ausschliesslich All-Quantoren
enthalt.

d) Jede SKNF-Formel ist auch in PNE x Ja 0O Nein
Begriindung: Nach Definition ist jede SKNF-Formel eine PNF-Formel ohne Existenz-Quantoren.

Gruppeniibung
Aufgabe G1

Betrachten Sie die folgenden FO-Formeln, wobei ¢ ein Konstantensymbol, P ein einstelliges Relations-
symbol und R ein zweistelliges Relationsymbol ist:

(1) Vz(Pc A Jy(Px < —Py))
(2) Vz(Px V 3x—Px)
(3) (Vzdy(Rxy — VaxIyRyx))




(a) Geben Sie fiir jede dieser FO-Formeln dquivalente Formeln in pranexer Normalform und in Skolem-
normalform an.

(b) Geben Sie fir die Formel aus (1) ein Herbrand-Modell an.

(c) Gegeben die Signatur S = (1, +). Geben Sie die Tragermenge 7,(S) der Herbrand-Struktur H zu S
an. Geben Sie auch, sofern existent, eine erfiillbare Formel mit Gleichheit an, fiir die H kein Modell
ist.

Losungsskizze:

(a) Wir geben jeweils eine mogliche Losung an:
(1) Pranexe Normalform:

Vax(Pc A Jy(Px <> —Py)) = Vaz3y(PcA (Px <> —Py))

Skolemnormalform: Va(Pc A (Pxz <> =P f,x) fiir ein neues einstelliges Funktionssymbol f,,.
(2) Pranexe Normalform:

Va(Pz V 3z—-Px) = Va(PxV 3y—Py)
VaJy(Px V = Py)

Skolemnormalform: Va(Pz V - P f,(x)) fiir ein neues einstelliges Funktionssymbol f,,.
(3) Pranexe Normalform:

VaIy(Rry — Va3dyRyx) Vady(Rxy — Vz3tRtz)
Vady(—Rzy V Vz3tRtz)
= VadyVzIt(—Rxy V Rtz)

= VadyVzdt(Rzy — Rtz)

Achtung: Wenn man einen Quantor aus der Pramisse einer Implikation herauszieht, muss man
ihn dualisieren! Wenn man ihn aus der Konklusion herauszieht bleibt der Quantor dagegen
erhalten.

Skolemnormalform: VaVz(Rz f,(x) — Rf:(x,z)z fiir ein neues Konstantensymbol ¢ und ein
einstelliges Funktionssymbol f;.

(b) Eine Herbrand-Struktur zur Signatur S = (c, f,, P) ist H = (To(S), c’t, f}t, P™), wobei To(S) die
variablenfreien Terme iiber S sind, also die Elemente von der Form ¢, fc, f fc, etc., ¢ = ¢ und
f(fre) = ffrefiralle n € N. P? C T;5(S) muss so gewdhlt sein, dass Va(Pc A (P > =P f,x)
erfiillt wird. Die Formel besagt, dass ¢ € P* gelten soll und dass jede Anwendung von f Elemente
beziiglich P wie eine Negation wirkt, das hei3t jeder zweite Term muss in P? liegen. Wir setzen
also P™ := {f"c : n ist gerade}.

(c) Die Herbrand-Struktur H = (75(S), 1%, +%) ist gegeben durch die Trigermenge Tp(S) =
{1,411, 4+ + 111,+1 + 11,...}, sowie die Interpretationen 1% := 1 und +%tty := +tito fiir
alle t1,to € Ty(S). Es gibt eine erfiillbare Formel mit Gleichheit, fiir die H kein Modell ist; beispiels-
weise ¢ := (++ 111 = +1 + 11). Die Formel ¢ ist erfiillbar iiber N = (N, +), jedoch gilt H }~ .
Grund:

(++11l=+1+11)H =1 = + + 111" = +1 + 117,

aber da fiir Konstanten- und Funktionssymbole nach Konstruktion Syntax gleich Semantik ist, sind
gilt + + 111% und +1 + 11* atomar und es gilt

+ 4+ 1117 = 4 111 # 41+ 11 = +1 + 117,




Aufgabe G2
= sei ein 2-stelliges Relationssymbol in Infixnotation. Betrachten Sie den FO(=)-Satz

© = VaVaodxs <(£L‘3 =@ Axy = 22) AVzy ((z4 2 21 Ay X 39) — @4 = x3)>

Sei A = (A, =<4) mit A = {0,1,2} und <= {(0,0), (0,1), (0,2), (1,2)}.
(a) Zeigen Sie A ¥ ¢, indem Sie eine Gewinnstrategie fiir den Falsifizierer angeben.
Hinweis:
i. Bringen Sie ¢ in Negationsnormalform ¢’, und bestimmen Sie SF(¢').

ii. Skizzieren Sie die Struktur A, und tiberlegen Sie inhaltlich, was die Subformeln von ¢’ bedeu-
ten.

iii. Geben Sie fiir alle relevanten Spielpositionen an, wie der Falsifizierer ziehen soll, um sicher zu
gewinnen.

(b) Sei v eine zu
3.’13’3 <(£13’3 <z ANx3g X 232) /\V334 ((2174 <z ANxy X .%‘2) — x4 X 373)>

dquivalente Formel in Negationsnormalform.
Fiir welche (af, a) € A x A hat der Verifizierer in der Position

W, (a’/17 a/27 as, CL4))

eine Gewinnstrategie?

Losungsskizze:

(a) Eine Menge mit einer zweistelligen Relation ist i.A. ein (gerichteter) Graph, also kann man A fol-
gendermallen darstellen

1

AN

U

g

und cpA bedeutet, dass es zu zwei Elementen x; und x, ein Element x5 gibt, mit x3 — x; und
r3 — xo und sodass es zu jedem x4 mit x4 — x; und x4 — x5 eine Kante x4 — x3 gibt. Man
iiberpriift leicht, dass fiir 1 — 2 und x5 — 2 kein x3 mit der benétigten Eigenschaft existiert, also

A .

Als néchstes formen wir ¢ in Negationsnormalform um:

o = VaVaodrs ((Ig <z ANxg 2 29) AVay ((:1:4 ry Ay 2 T9) = x4 = x3)>
= lev:zcgﬂmg (([L’g, j x1 N I3 j ZEQ) /\V[L‘4 (_\($4 j 1 N\ Xy j ZL'Q) V x4 j £E3)>

= Va1Vrodzs ((ZL‘g <z Axg 2 29) AVay ((—w4 <x1Vozy 2 x9)Vay X 1:3)>

J/

~~

::Sp/




Wir zeigen nun, dass fiir beliebige aq,as,a3,a4 € A der Falsifizierer in der Spielposition

(¢,

on

(a1, az2,as,a4)) eine Gewinnstrategie hat: Angenommen der Falsifizierer zieht von der Positi-

(Vxlvﬂezﬂxs ((903 <@ Axg =X 9) AVry ((mag 221V owg 2 x2) Vo = xs)), (a1,a2, a3, a4))

nach

(Vﬂﬁﬁfﬂs <(IL’3 <21 Ay X 29) AVey (g 221V owg 2 22) Vg X !E3)>7 (27612,@37&4))

und von dort nach

(Elacg ((acg <11 Ax3 =2 x9) AVay ((—|:1:4 <z Vxy 2 T) Vg X x3)>, (2,2, a3,a4))

dann hat der Verifizierer drei Moglichkeiten zu ziehen:

as — 2:

as +— 1:

as +— 0:

((wg <@ Axy = ) AVay (o 2@y Vowg 2 @) Vay < 3), (2,2, 2, a4)>
dann kann der Falsifizierer nach
(.753 j I A\ I3 j I, (27 2, 2, a4)>

und
<$3 j X1, (27 27 27 a’4)>

ziehen und gewinnt wegen A I 2 < 2.

((wg < @1 Awg =< 22) AVay ((mzg 221V owg <) Vg < 13),(2,2,1, a4)>
dann kann der Falsifizierer nach
(Va:4 (may <@y Vmay S @) Vg < a3),(2,2, 1,a4)>

und
((—'904 =1V xy 2 @) Vay 2w, (2,2,1, 1))

ziehen und gewinnt wegen A1 <1und AF 1 < 2.

((:Eg =@y Axy = T2) AV ((wg 2@y Vowg 2 @) Vg < 3),(2,2,0, a4))
dann kann der Falsifizierer nach
(VM (mzg 221 V oy 2 @9) Vg < 23),(2,2,0, a4)>

und
((ﬂu = x1Vxy R x2) Vg 2 x3,(2,2,0, 1))

ziehen und gewinnt wegen A 1 <0und AF 1 < 2.




Also hat der Falsifizierer eine Gewinnstrategie, und es gilt A & ¢.

(b) Wir zeigen, dass der Verifizierer fiir alle (a},a}) € A x A\ {(2,2)} eine Gewinnstrategie hat:
Der Verifizierer zieht von (v, (a}, a5, as, a4)) nach

<(CL’3 <21 Ay X 9) AVay ((tog S 21V oay 2 a2) Vg < x3), (a’l,a’2,0,a4)>

Der Falsifizierer hat nun zwei Zugmoglichkeiten:
i. Er zieht nach

(CCB = r1 N\ T3 = T2, (alla CLIQ,O,CL4))

dann gewinnt der Verifizierer im néchsten Zug, da A F 0 < z fiir alle z € A.
ii. Er zieht nach

(VM (mzg 221 V oy 2 @2) Vg 2 23), (af, a5, 0, a4))

dann hat der Falsifizierer im nichsten Zug drei Moglichkeiten:

i. Er zieht nach
((m24 2 @1V —24 < 22) V 24 < 73, (0], d),0,0))

dann gewinnt der Verifizierer im néchsten Zug, da AF 0 < 0

ii. Er zieht nach

(mzg 221V oy 2 @9) Vg 2 a3, (a,a5,0,1))

oder
((mz4 =2 21V 2y X 29) Vg < 3, (a), @), 0,2))

dann gewinnt der Verifizierer in zwei Ziigen, da a} oder a/, ungleich 2 istund A ¥ 1 < 1
und AF#1=<0bzw. A2 <1und A 2 < 0 gelten.

Hausiibung

Aufgabe H1 (8 Punkte)
Betrachten Sie folgende Formelmenge, wobei P ein einstelliges Relations-, sowie L und R zweistellige
Relationssymbole seien:

(1) Vax3adyRxy

(2) VzdyLxy

(3) JxPx

(4) VaVy(Lxy — Rxy)

(5) VaVy((Px A Rxy) — Py)

(a) Geben Sie die Skolem-Normalform der Saitze (1)-(5) an.

(b) Zeigen Sie dass die Sétze (1)—(5) erfiillbar sind, indem sie ein Herbrandmodell angeben.

(c) Zeigen Sie, dass die Formelmenge unerfiillbar wird, wenn (3) durch die Formel

(3") Fz(Px AVy(Lzy — —Py))

ersetzt wird. Argumentieren Sie dass es kein Herbrandmodell fiir die neue Formelmenge geben

kann.

Hinweis: Durch das Ersetzen von (3) durch (3’) dndert sich die Tragermenge des Herbrandmodells
nicht (wenn wir dieselbe Skolemkonstante ,,c“ verwenden).




Losungsskizze:

(@ (1) VzRxf(x)
(2) VzLzg(x)
(3) Pc
(4) ,(5) Diese Sitze sind schon in Skolem-Normalform.

(b) Sei Ty := {c} und T, 41 := {f(t),g(t): t € T),}. Dannist T := |J,, o T die Tragermenge der Sitze
aus (a). Das Herbrandmodell # := (7, R*, L*, P") mit R" = L™ = T x T und P* = T erfiillt
dann die Sétze.

(c) Wir betrachten die Elemente ¢, g(c) der Tragermenge. Mit (3’) gilt Pc und mit (2) Lcg(c). Damit
folgt aus (3") —Pg(c) aber mit (4)+(5) Pg(c). Also sind die Satze nicht erfiillbar.

Aufgabe H2
Betrachten Sie die folgenden universellen, gleichheitsfreien Sitze fiir 1-stellige Funktionssymbole h und
v

(1) Va,y,z(x~zA(x~y—y~z)AN(x~yAy~z—x~2))

(2) vz (h(v(z)) ~ v(h(x)))

() Va,y(z ~y— (h(z) ~ hy) Av(z) ~ ov(y))

Bemerkung: Man kann sich vorstellen, dass h und v als Skolemfunktionen fiir
Va (Jy Hxy A 3y Vy)

eingefiihrt wurden, und dass ~ als Kongruenzrelation anstelle von = fungiert um mit (2) auszudriicken,
dass h und v kommutieren. Was bedeutet das fiir # und V'?

(@) Sei H = (T,h™, v*, ~") eine Herbrand-Struktur. Beschreiben Sie die Triigermenge 7.

(b) Man kann die Teilmenge ~"C T x T so wihlen, dass die Herbrand-Struktur # ein Modell von
(1-3) wird. Geben Sie die minimale und die maximale Losung an. Gibt es auch noch andere Mdog-
lichkeiten?

Losungsskizze:

(a) Da die Signatur keine Konstanten enthélt, nehmen wir ein Konstantensymbol ¢ zu h, v, ~ hinzu.
Die Tragermenge ist 7 = J,. 1;, wobei Ty = {c} und T; 41 = {h(t),v(t) : t € T;} firallei € N
(d.h. einen Baum, wobei jeder Knoten genau zwei Nachfolger hat).

(b) Die Relation ~ kann z.B. durch 7 x 7 (die maximale Losung) oder wie folgt interpretiert werden:
s ~ t < sowohl v als h kommen in s und ¢ gleich oft vor
(die minimale Losung). Es gibt noch viele andere Losungen, z.B.:

s ~ t < v kommt in s und ¢ gleich oft vor




