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Minitest Losung

Betrachten Sie die Formeln in der Tabelle.
¢ Welche Formel ist in KNF, welche in DNF?
* Welche Formel/Formeln sind dquivalent zu der Formel

e=rA(sVt)V-s
und sind damit eine DNF bzw. KNF von ¢?
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Begriindung: Fiir die Einteilung in DNF und KNF siehe Skript 3.2.

Zu der Aquivalenz mit ¢: Es gilt
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mit (1) Distributivgesetz und (2) Absorption.

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Finden Sie mittels Beweissuche im Sequenzenkalkiil S fiir folgende Formeln bzw. Sequenzen entweder
eine Herleitung oder eine nicht-erfiillende Belegung.
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Losungsskizze:
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Eine nicht erfiillende Belegung ist z.B. r — 1 und ¢, p — O.

Aufgabe G2
(a) Weisen Sie semantisch die Korrektheit der folgenden Sequenzenregel nach:
' (=) 29, A
I'Fyp, A

(b) Leiten Sie die folgende Sequenz in S ab:
Fllg= ) —=9)—e

Losungsskizze:

(a) Angenommen, die Sequenz I - (¢ — ¥) — ¢, A ist allgemeingiiltig. Wir miissen zeigen, dass
dann auch die Sequenz I ¢, A allgemeingiiltig ist.
Sei also J = I' ein Modell der linken Seite. Da I' - (¢ — ¢) — ¢, A allgemeingiiltig ist, gibt es
eine Formel § € AU {(¢ — ¥) — ¢} mit J = 6. Wenn 6 € A ist, dann sind wir fertig. Andernfalls
gilt J = (¢ — ¥) — ¢. Wir behaupten, dass dann J = ¢ gilt. Wenn das nicht so wére, dann folgt
einerseits J = ¢ — 1, da J(¢) = 0, aber andererseits auch J = ¢ — ¢, daJ = (p = ) = ¢
und J(p) = 0. Also J = ¢ und der Beweis ist fertig.




(b) Bekannt ist, dass ¢ — 1) = —¢ V 9 fiir aussagenlogische Formeln ¢, ¢). Wir leiten nun wie folgt im

SK ab:
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Aufgabe G3

Sei R = (R, +%, & B <& 0,1). Eine Formel o(x,y) definiert in R die Relation
¢ :={(a,b) €R* : R = ¢[a,b] }.

Geben Sie Formeln an, die die folgenden Relationen in R? definieren:

(a) Einen Kreis mit Radius 2 um den Ursprung.

(b) Eine Gerade durch den Ursprung mit Steigung 2/3.

(c) Die Strecke, welche vom Punkt (1,2) bis zum Kreis aus (i) fiihrt und senkrecht auf diesem steht.

(d) Einen Smiley.

Losungsskizze:
@ px,y)=x-z+y-y=1+1+1+1.
b) p(z,y) =z+x=y+y+yoderp(z,y)=1+1)-z2=(1+1+1)- y.

© ¢x,y) =y+y=z) AN(lz<lVzez=1)A(0<2x)
ANl+1+1+1<z-z2+y-yVi+l+l+l=z-2+y-vy)

d) Z.B.: = (z- y=14+14+... D)V (z- y=14+14+...1Ay< -1
(d) oy =@-s+y-y=14+14+...)V(z-2+y-y=1+1+ y<—1)

16-mal 9-mal

V((@=(1+1)-(z=(1+1))+(y—-1)-(y—1) < HV((z+1+1)-(z+(1+1)+(y—-1)-(y—1) < 1)
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Haustibung

Aufgabe H1 (6 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass folgende Regeln korrekt sind.
A .. LoVt x
(i) —— (ex falso quodlibet) (i) ——
I'koy Ik x

(b) Geben Sie eine ,direkte Simulation“ von Regel (ii) in SK an.

(Extra) Begriinden Sie, warum Regel (ii) in SK nicht direkt simulierbar ist. D.h. zeigen Sie, dass es keinen
SK Ableitungsbaum mit Wurzel I, ¢ | x gibt, dessen Blitter nur mit Axiomen oder I, V ¢ F x
beschriftet sind.

Hinweis: Betrachten Sie hierfiir die Lange der Formeln von Préamisse und Konklusion der SXC Regeln.

Losungsskizze:

(a) Zu Regel (i): Angenommen I" - () ist allgemeingiiltig. Dann gilt A I" £ 0, d.h. es gilt (A\ I')? = 0 fiir
alle Interpretationen J. Also ist (A I')? < ¢ fiir alle Interpretationen J, und es folgt, dass I" I ¢
allgemeingiiltig ist.

Zu Regel (ii): Angenommen [I', ¢ V 1 = x ist allgemeingiiltig und J eine (beliebige) Interpretation.

Dann gilt (AT') A (p V) E x, d.h.esgilt (AL) A (o V) < x”. Alsoist (AI')? < x” oder

(p V) < x7.

Falls (A I")? < x?, dann folgt sofort min((A I')?,»”) = (A L) A )’ < x7. Falls (¢ V ¢)? < X7,

dann folgt wegen (i \ v)” = max(¢”,17), dass ¢’ < x?, also min((A I')?,¢”) = (AT) A @)’ <

X
In beiden Fillen folgt (A I') A ) < X7, also ist I, ¢ |- x allgemeingiiltig.

(b)
‘—;——zz(AX)
pre, VR) :
pevVy LoVyx
(modus ponens)
ek x

(Extra) In SK-Ableitungen kommen alle Formeln, die in einer Regel oben stehen im unteren Teil als ganzes
oder Teilformel vor, demzufolge kann Regel (ii) (da wir nicht wissen, wie I, ¢, 1) und y aussehen)
nicht herleitbar sein.

Aufgabe H2
Wir definieren folgende partielle Ordnung auf aussagenlogischen V,,-Interpretationen:

J<7 :gdw. T(p) <TJ'(p) fiir alle Variablen p € V,

Eine AL, -Formel o hei8t monoton, wenn fiir alle Interpretationen J < 7’ gilt:

o <V

Beweisen Sie per Induktion iiber den Formelaufbau, dass jede aussagenlogische Formel ¢, in der kein
Negationszeichen vorkommt, monoton ist.
Bemerkung: Jede monotone Formel ist 4quivalent zu einer Formel ohne Negationszeichen.

Losungsskizze: Angenommen ¢ ist eine aussagenlogische Formel, in der kein Negationszeichen vor-
. . o~ ~ . . . . .
kommt und J, 7’ sind Interpretationen mit J < J’. Wir beweisen mit Induktion, dass ¢’ < ¢”" gilt.

* =0, ¢ =1sind klar.




c p=peV,weil T< T gilt I(p) < T (p), also 7 < 7.

(¢ = =) kann nicht sein, da in ¢ kein Negationszeichen vorkommt.

@ = 1h Ax: nach LV, gilt /7 < 4 und x7 < x7'. Also gilt min(¢?, x7) < min(¢»7’, x”'), und es folgt

(W AX) < @A)

* ¢ =4V x: nach LV, gilt )7 < 47 und x? < x7'. Also gilt max(¢)?, x?) < max(¢)?, x”'), und es
folgt (1 vV x)7 < (¥ vV x)7".




