Formale Grundlagen

d f _k TECHNISCHE
UNIVERSITAT

er In Ormatl ” DARMSTADT

1. Ubungsblatt

Fachbereich Mathematik SS 2011

Prof. Dr. Martin Ziegler 01.06.11

Alexander Kreuzer
Carsten RAsnick

Minitest Losung

a) Sei ¢ eine syntaktisch korrekte aussagenlogische Formel. Welche der folgenden Aussagen stellen

syntaktisch korrekte aussagenlogische Formeln dar?
X1 001 ®m—-1 ®1A(=0V--p)

Begriindung: Siehe FGAI II Skript, Definition 1.1.

b) Sei V = {p, ¢} unsere Variablenmenge und J eine Interpretation mit J(p) = J(q) = 0.
Gilt I = ((-pAg)V(pA—g)V(pAg))? OJa X Nein
Begriindung: Die Aussage ldsst sich umschreiben zu J = (p V ¢). Dann gilt (p V ¢)° =
max(J(p),J(g)) = 0 nach FGdI II Skript, Definition 1.3. Entsprechend lisst sich auch ((-p A

)V (pA=q)V(pA q))j = 0 nachweisen.
¢) Seien A und B zwei Aussagen, ausgedriickt als aussagenlogische Formeln.

i) A ist hinreichend fiir B bedeutet XA—-B OB— A
ii) A ist notwendig fiir B bedeutet X-A—-B O-B—-A
iii) Fiir alle Modelle 3 giltJ = (A — B) & J = (=B — —A). ® Richtig O Falsch

Begriindung: i) und ii) entsprechen den Definitionen von notwendigen respektive hinreichenden
Bedingungen, und iii) driickt die Kontraposition einer Aussage aus.

Gruppeniibung

Aufgabe G1
(a) Erstellen Sie die Wahrheitstafel zu folgender Formel:

p:=(pA=q) = (pV(-gAT))
Ist die Formel erfiillbar? Ist sie allgemeingiiltig?

(b) Geben Sie eine Formel zu folgender Wahrheitstafel an:

p q T

0 0 01
0 0 1]0
0 1 01
0 1 1]0
1 0 00
1 0 111
1 1 01
1 1 10




(c) Geben Sie eine Formel ¢(p, g, r) an, welche genau dann wahr ist, wenn hochstens eine der Variablen
p, ¢, wahr ist.

(d) Geben Sie eine Formel ¢(p, ¢, 7, s) an, welche genau dann wahr ist, wenn genau drei der Variablen
denselben Wert haben.

Losungsskizze:
(a) Wahrheitstafel:

p q 1| pAqg pV(mgAT) @
00 0] 1 0 0
00 1| 1 1 1
0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 1
1 00 0 1 1
1 0 1 0 1 1
1 10 0 1 1
1 1 1 0 1 1

Die Formel ist also erfiillbar, aber nicht allgemeingiiltig.
(b) Eine mogliche Losung in DNF ist ¢ := (—p A =g A=)V (-pAgA 1)V (pA=gAT)V (DA gA-T).
(¢) Eine mogliche Losung ist ¢ := (—-p A —q) V (=p A =r) V (=g A —r).
(d) Eine mogliche Losung ist
e:=(PAgAT A=)V (DAGAN-TAS)V (DA-gGATAS)V (-pAGNATAS)
V(epA=gA-TAS)V(mpA=gATA=S)V (=pAgA—rA-s)
V (p A =g A—rA-s).

Aufgabe G2
(a) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

(i) ¢ E ¢ genau dann, wenn |= ¢ — ).
(ii) Wenn ¢ = @ und ¢ allgemeingiiltig (bzw. erfiillbar) ist, dann ist auch ¢ allgemeingiiltig
(bzw. erfiillbar).

(iii) Wenn ¢ = 1 und ¢ allgemeingiiltig (bzw. erfiillbar) ist, dann ist auch ¢ allgemeingiiltig
(bzw. erfiillbar).

(iv) {p,%} E 9 genau dann, wenn ¢ = 9 oder ¢ = ¥.
(b) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aquivalenzen und Folgerungsbeziehungen.
@ ~(pVY)=-p A=y
() ~(pVY)=-pVy
(i) {9 = ¢} E o
V) {~p ¥ = o} 0
Losungsskizze:
(a) (i) Richtig.
=: Ist J eine Interpretation, dann gilt entweder ¢’ = 0 oder ¢’ = 1. In dem ersten Fall,
gilt (o — )’ = 1, also J = ¢ — 1. In dem zweiten Fall, gilt auch ¢’ = 1, da ¢ = ¢
bedeutet, dass jede Interpretation die ¢ wahr macht auch ) wahr macht. Also auch in diesem
Fall (p — )Y = 1.
<: Angenommen 7J ist eine Interpretation mit J |= ¢, also mit ¢ = 1. Daauch J = ¢ — 4,
muss auch gelten /” = 1, also J |= 1. Damit ist ¢ |= 1) gezeigt.




(ii) Richtig. ¢ |= v heifdt, dass jede Interpretation, die ¢ wahr macht, auch ¢) wahr macht. Machen
alle Interpretationen ¢ wahr, dann gilt das also auch fiir 1; gibt es eine Interpretation die
wahr macht, dann ist dieselbe Interpretation ein Modell von .

(iii) Falsch (in beiden Féllen). O |= 1, aber es gibt keine Modelle fiir 0, und alle Modelle machen 1

wahr.
(iv) Falsch. Ein Gegenbeispiel: ¢ = p,1y = —p, ¥ = 0. Ein weiteres Gegenbeispiel ist p = p, ) = ¢
und ¥ = p A g.

(b) (i) Richtig, da fiir jede Interpretation J gilt:
TE-(pVy) e -(pvy) =1
s (pve) =0
S ¢’=0 und ¥’ =0
s (p)’=1 und (—¢)’ =1
& (e A=) =1
ST E—p A
(i) Falsch. Ist ¢ = p, ¢ = ¢ und J eine Interpretation mit J(p) = 1 und J(¢) = 0, dann gilt
(=(p v ¢))? =0und (mpV =)’ = 1.
(iii) Falsch. Ist ¢ = p, ©» = ¢ und J eine Interpretation mit J(p) = 1 und J(¢) = 0, dann gilt
(=¢)? =1, (¥ = ¢)” = Lund (—p)? = 0.
(iv) Richtig. Angenommen J ist eine Interpretation mit J = {—¢,% — ¢}, also (-p)” = 1 und
(Y — ¢)? = 1. Es folgt ¢* = 0. Da (- V )? = 1 gdw. (—)? = 1 oder ¢’ = 1, folgt
(—p)? = 1 wie gewiinscht.

Aufgabe G3 (KNE DNF)
Firn > 1 sei
Pn(P1y- -y P2n) 1= /\ —(p2i-1 <> p2i)
i=1

(siehe Beispiel 3.9 im Skript). Zeigen Sie, dass

(a) ¢, genau 2" verschiedene Modelle hat;

(b) ¢, dquivalent zu einer Formel in KNF ist, welche 2n Konjunktionsglieder besitzt;

(c) jede zu ¢,, dquivalente Formel in DNF mindestens 2" Disjunktionsglieder hat.

Losungsskizze:

(a) Fiir jedes ¢ < n muss genau eine der Variablen po; 1 und po; wahr sein. Das heif3t, dass man die
Wahrheitswerte der p,; frei wihlen kann und die Werte der py; 1 durch diese Wahl festgelegt sind.
Also gibt es genau so viele Modelle, wie es Funktionen {1,...,n} — B gibt. Dies sind 2".

) on = NiZi[(mp2i1 V p2i) A (P2i-1 V p2i)], da —(q > 1) = (=g V =r) A(q V7).

(c) Angenommen, es gibt eine zu ,, 4quivalente Formel \/;"; ; in DNF mit m < 2" Disjunktionsglie-

dern. Fiir jedes Modell J von ¢,, muss es ein Disjunktionsglied v, geben mit J |= 1. Da es weniger
Disjunktionsglieder als Modelle von ¢,, gibt, muss es also ein Disjunktionsglied ) geben, das von
mindestens zwei Modellen von ¢,, wahrgemacht wird.
Da ;. eine Konjuktion von Literalen ist und mindestens zwei Modelle hat, gibt es mindestens eine
Variable p;, so dass weder p; noch —p; in 1, vorkommen. Wir wahlen ein Modell J von . Sei
7’ jetzt die Interpretation, die {iberall mit J iibereinstimmt, aber nur auf p; einen anderen Wert
annimmt. Dann ist 3’ auch ein Modell von 1);, und damit von ¢,,. Aber ¢,, kann nicht zwei Modelle
haben, die sich nur an einer Stelle unterscheiden. Widerspruch! Also hat jede zu ¢, dquivalente
Formel in DNF mindestens 2" Disjunktionsglieder.




Haustibung

Aufgabe H1 (4 Punkte)
Beweisen Sie, dass es zu jeder aussagenlogischen Formel ¢ jeweils eine dquivalente Formel ¢’ gibt, sodass

(a) ¢’ nur die Junktoren — und A und keine Konstanten enthélt. (Welche Eigenschaft muss hierfiir die
Variablenmenge haben?)

(b) ¢’ nur den Junktor — und die Konstante 0 enthalt. (Wir fassen hier den Junktor — nicht als
Abkiirzung auf.)
Losungsskizze:

(a) Wir wissen, dass —(¢ V ¢) = —¢ A =1 und demzufolge auch ¢ V ¢ = =(—=p A =) gilt. Weiterhin
gilt p1 A =p; = 0 und —(p; A —p;) = 1. (Dafiir brauchen wir aber mindestens eine Variable, also
V # ().) Wir definieren nun induktiv eine Abbildung J : AL(V) — AL(V) durch:

J(0) :=p1 A —py
J(1) := =(p1 A =p1)
J(ANY) =@ A1
J(p V) = =(=p A=)
J (=) = —p

Offensichtlich enthalt J(¢) nur die Junktoren — und A und keine Konstanten. Dass .JJ(¢) = ¢ kann
leicht aus obigen Bemerkungen mittels Induktion gezeigt werden.

(b) Wir gehen analog zu Teil (a) vor:

J(0) =0
J(1):=0-0
J(eA) == (p—= (¥ —=0) =0
Jp Vi) =(p—=0) =7
J(=p) =9 =0

Aus der Wertetabelle fiir — liest man leicht ab, dass0 - 0=1, (¢ = (¥ = 0)) = 0 = =(p —
) = (- V) =pApund (¢ = 0) - b = ¢ — ¥ = ¢ V1. Daraus kann man mit
Induktion zeigen, dass J(y) = ¢ gilt.

Aufgabe H2 (4 Punkte)
Definiere die Operation & (Exklusiv-Oder, XOR, Parity) durch (p® ¢) = (p A —q) V (—=p A q). Sei ¢ € B,
eine beliebige Formel in DNE d.h. sie sei von der Form o(x) = \/;2, m;(x) mit m;(x) = Aj_, 4 ; als
Konjunktion von Literalen ¢; ; € {z;, ~x;}. Jedes m;(x) komme dabei als Term nur genau einmal in ¢
VOL.

(@) Zeigen Sie:pA(qg®r)=((pPAq) @ (pAT).
(b) Driicken Sie die Formel
(mpAgA—T)V (DA SgAT)
nur durch @ und A aus, indem Sie sich iiberlegen, dass m; V m; = m; ® m; fiir alle m;, m; (7 # j)
gilt. Wie konnen Sie —x nur durch Operationen A, ¢ und Konstanten 0, 1 darstellen? Was féllt Thnen

beziiglich des Auftretens von Teilformeln auf? Verkiirzen Sie Thre Formel so weit wie moglich und
begriinden Sie, warum dies korrekt ist.




Losungsskizze:
(a) Wahrheitstafel oder Ausnutzung von (p @ q) = (p A =q) V (=p A ¢) und Umformungsregeln.

(b) Jedes m; kodiert eine Zeile der Wahrheitstabelle von ¢, wodurch gilt m; # m; fiir alle ¢ # j.
Insbesondere konnen damit nie m;, m; gleichzeitig wahr werden (d.h. unter dem gleichen Modell
J wahr sein). Damit ist m; A m; nie erfiillbar und es gilt

m; Vm; =m; @m; ® (m; Amy) =m; @m; &0 =m; &my,

wie an der Wahrheitstabelle abzulesen ist, in der der Fall J(m;) = J(m;) = 1 niemals auftritt. Zur
ausstehenden Umformung der Formel:

(pAgA-T)V(pA=gAT)=((1Sp)Agn(1@T)V(pPA (1D g AT)

D (@B Er)ALET))®PAT) B (PAGAT)

=q@ (@A) PN S (PAgAT)S(PAT)D (PAGAT)
(:Z)q@(q/\r)@(p/\@@(p/\r)-

Die Verkiirzung in (x) gilt, da ¢t & t = 0, oder anders gesagt: Je zwei Vorkommen von ¢ kiirzen sich
gegenseitig weg. Insbesondere konnen bei dieser Art der Umwandlung von DNF in eine Formel {iber
A und @ Konjunktionen von Variablen mehrfach auftreten, bevor sie mittels (x) gekiirzt werden.

Alternativ (wenngleich nicht durch die Aufgabenstellung nahegelegt) kann die Formel
(mp AgA=T) V(P A=gAT)

auch durch Aufstellen einer Wahrheitstabelle in der Form A, (z;, , ® --- ® w;, ;) ausgedriickt und
entsprechend ausreduziert werden.




