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Minitest Losung

a) Sei X ={a,b,c}. Die Relation R; = {(v,w) € " x ¥* | v ist Préfix von w} ist
x reflexiv O symmetrisch X transitiv

Begriindung: Reflexiv, da jedes Wort Préfix von sich selbst ist.

Nicht symmetrisch, denn jedes (nicht leere) Wort a € ©* ist Prafix von a - a, aber nicht umgekehrt.
Transitiv, denn wenn u Préfix von v und v Préfix von w ist, dann gilt per Definition v = u - v’ fiir
ein Wort v’ und w = v - w’ fiir ein Wort w’. Zusammen also w = u - v’ - w’ und damit ist u auch

Prafix von w.

b) Die Relation R, = {(a,b) € Z X Z | a- b # 0} ist

O reflexiv ® symmetrisch X transitiv

Begriindung: Nicht reflexiv: (0,0) &€ R,. Symmetrie und Transitivitat folgen aus der Beobachtung,
dass fiir alle (a, b) €R; gilt a # 0 und b # 0.

¢) Seien A und B endliche Mengen und f : A — B eine Funktion.

* Ist f injektiv, so folgt stets

X |A| <|B| 0O |A] > |B]

Begriindung: Wenn f injektiv ist, dann gibt es fiir jedes y € B maximal ein x € A, so dass
f(x) = y. Damit kann es nicht mehr Elemente in A geben als in B.

* Ist f surjektiv, so folgt stets

O A< IB| = |A= B

Begriindung: Wenn f surjektiv ist, dann gibt es fiir jedes y € B mindestens ein x € A, so dass
f(x) = y. Damit kann A nicht weniger Elemente als B enthalten.

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Wahrheitswertetafeln)

Zeigen Sie anhand von Wahrheitswertetafeln, dass die folgenden aussagenlogischen Formeln dquivalent

sind:
-(p—q), DpA—gq, (pVa)A—q.
Losungsskizze:
plalp—=a|~(p—>q@)|~q|pA—-q|pVqg|(pVqgA—q
olo 1 0 1 0 0 0
01 1 0 0 0 1 0
1]0 0 1 1 1 1 1
1]1 1 0 0 0 1 0




Aufgabe G2 (Graphhomomorphismen)
Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge V von Knoten und einer Teilmenge
E CV x V von Kanten. Gegeben seien die folgenden fiinf gerichteten Graphen:

a b e——>f i J [ HQ
|/ I ()
d=<=—2°¢ h=—28 k m¢

G, G, G, G, Gs

Der Graph G; = (Vy, E;) ist beispielsweise wie folgt formal gegeben:

V; ={a,b,c,d}
El = {(dz Cl), (d’ b),(b,C), (C’d)}

Geben Sie an, zwischen welchen der Graphen Homomorphismen existieren, und geben Sie auch gege-
benenfalls einen Homomorphismus an.

Losungsskizze: Zur Erinnerung: Ein Homomorphismus zwischen zwei Graphen G = (V,E),G’ = (V/,E’)
ist eine Abbildung ¢: V — V', fiir die gilt

(¢, y)€EE= (p(x), p(¥)) EE, )
siehe Skript 1.1.5.

* Von dem Graphen G5 gibt es Homomorphismen in alle anderen Graphen. Das liegt daran, dass G5
keine Kanten enthalt, die Bedingung (1) damit immer wahr ist und fiir ¢ eine beliebige Abbildung
gewdahlt werden kann. Z.B. wire ein Homomorphismus von G5 zu G, die Abbildung ¢ : V5 — V| mit
p(x)=a.

Es gibt keinen Homomorphismus in den Graphen G5, denn jeder andere Graph besitzt mindestens
eine Kante, die nach (1) wieder auf eine Kante in G5 abgebildet werden miisste.

* G;, G5: Angenommen es gibe einen Homomorphismus ¢ von G; nach G,. Da G, symmetrisch ist
diirfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass ¢(b) = f gilt. Da (b,c) € E;
miisste auch ¢(c) = g gelten und damit auch ¢(d) = h. Da (d, b) € E; miisse jetzt auch (h, f ) € E,.
Das ist aber nicht der Fall. Also existiere ein solcher Homomorphismus nicht.

Ahnlich kann man auch sehen, dass es keine Homomorphismus von G, nach G, gibt.

* G; nach G,: Setze p(a) = p(b) = ¢(d) =1, p(c) =m.

* G, nach Gy: Setze p(e) = o(f) = p(g) =1, p(h) =m.

* G4 nach Gs: Setze ¢(1) = ¢(m) =n.

* G4,Gs nach Gy,G,: Sowohl G; als auch G, enthalten keine Schleifen. Deswegen kann es keine
Homomorphismus von G, oder G5 nach G, oder G, geben.

* Gs nach G,: Setze p(n) =1.

Alle anderen Aussagen (beispielsweise die Existenz eines Homomorphismus von G; nach Gs) folgen per
Transitivitat aus den obigen.

Aufgabe G3
Seien X,Y beliebige Mengen und p : Y — X eine surjektive Abbildung. Zeigen Sie, dass durch

Yo~ y1:<=p(yo) =p(1)

eine Aquivalenzrelation auf Y definiert wird. Zeigen Sie auch, dass es ein Bijektion zwischen Y /~ und
X gibt.




Losungsskizze: Reflexivitit: y ~ y & p(y) = p(y). Symmetrie: y ~ 2z < p(y) =p(z) & 2z ~ y.
Transitivitat: x ~y, y ~2 & p(x) =p(y) =p(z) & x ~ 2.
Wir definieren t : Y/~ — X durch

t(LyD =py).
Die Abbildung t is wohldefiniert, da
[Yol = [¥1]1= ¥o ~ y1= p(¥0) = p(¥1).
t ist dariiber hinaus injektiv, da
t(Lyo]) = t(ly1 ) = p(yo) = p(y1) = yo ~ y1 = [yol = 1]

Fiir jedes x € X gibt es ein y € Y mit p(y) = x (p ist surjektiv). Es folgt t([y]) = p(y) = x, und deshalb
ist t surjektiv.

Haustibung

Aufgabe H1 (6 Punkte)
L und M seien X-Sprachen.

(a) Zeigen Sie, dass L € L* und (L S M*=L* € M*).
(b) SchlieRen Sie aus (a), dass (L*)* =L*und (L €M = L* € M*).
(c) Zeigen Sie, dass (LUM)* = (L*M*)*.

Losungsskizze:

(a) Wir erinnern an die Definition des Sternoperators:
L>‘< = {ll '...’ln . ll,...,ln EL,HEN}.

Fiir n = 0, heil’t das, dass e € L* und fiir n =1, dass L C L*.
Nehmen wir jetzt an, dass L € M*, und sei | € L*. Das heilst, dass [ sich schreiben lasst als [ = [; -

...:lymitly,...,1, € L.Da L € M* ist jedes [; Element von M* und kann deshalb als [; = m; -.. .-mf"
geschrieben werden. Deshalb ist

lzmi-..um’f-...~m711~...~m’;" eM”.

(b) Wir schlieRen, dass L € M* = L* € M*. Aus L € M folgt deshalb, dass L E M € M* und L* € M*.
Aus L* C L* folgt (L*)* C L*, und die andere Richtung L* € (L*)* ist ein Spezialfall von M C M*
(mit M = L%).

() (LUM)* € (L*M*)*: es geniigt zu beweisen, dass LUM C L*M*. Sei deshalb w € L U M. Dann gilt
w € L oder w € M. Nehmen wir erst an, dass w € L. Dann auchw € L*, und w =w - ¢ € L*M*. Der
Fall w € M geht analog.

(L*M*)* € (L UM)*: es genligt zu beweisen, dass L*"M* € (LUM)*. AusL S LUM < (LUM)*
folgt, dass L* € (L U M)*. Analog gilt auch M* € (L U M)*, woraus L*M* C (L U M)* folgt. (Hier
haben wir das folgende Prinzip verwendet:

LCN MCN"= LM CN".

Beweis: nehmen wiran L C N* und M C N*, und sei w € LM. Letztes heillt, dassw = Ilm mitl € L

und m € M. Weil L € N* und M € N*, kénnen wir [ = n; -...n; und m = n} -...n; schreiben mit
n;,n; €N. Deshalbw:nl-...nj-n’l-...nieN*.)




Aufgabe H2 (Isomorphie von Graphen) (2 Punkte)
Finden Sie zwei Graphen G; = (V;, E;) und G, = (V,, E,), so dass es einen bijektiven Homomorphismus
p:V; =V, gibt, ohne dass G; und G, isomorph sind.

Extra: Kann es zwei Graphen G; und G, geben, so dass es bijektive Homomorphismen ¢: V; — V, und
Y : V, — V; gibt, ohne dass G; und G, isomorph sind? Begriinden Sie Ihre Antwort!

Losungsskizze: Das einfachste Beispiel, in dem zwar ¢ : V; — V, ein bijektiver Homomorphismus
ist, jedoch ¢! keinen Homomorphismus darstellt, ist folgendes: Sei G; ein Graph mit einem Knoten
und keiner Kante, und G, ein Graph mit einem Knoten und einem Loop. Ein Homomorphismus von
Graphen (! hat die Eigenschaft, dass wenn a und b Knoten in G, sind die durch eine Kante verbun-
den sind, die Knoten ¢ ~!(a) und ¢ () in G, auch verbunden sein miissen. Deshalb kann es keinen
Homomorphismus von G, nach G; geben und sind G; und G, nicht isomorph.

Zum Extra: Nein. Ein bijektiver Homomorphismus ¢ : G; — G, bildet die Kanten in G, injektiv auf die
Kanten in G, ab. Wenn es also einen bijektiven Homomorphismus ¢ : G; — G, gibt, hat G; nicht mehr
Kanten als G,. Gibt es bijektiven Homomorphismen ¢ : G; — G, und 1 : G, — G, dann haben G; und
G, gleichviel Kanten. Also bildet ¢ die Kanten in G; bijektiv auf die Kanten in G, ab. (Hier verwenden
wir das Schubfachprinzip: eine injektive Abbilding ¢ : A — B zwischen endlichen Mengen A und B die
gleichviele Elemente haben ist auch bijektiv.) Deshalb ist auch ¢! ein Homomorphismus und sind G,
und G, isomorph.




