Teil 2: FO Unentscheidbarkeit FO 7

Reduktion: zu M = (¥,Q,q0,0,47,97), w=a1...a,
CMw = P0 N Psare N\ 5 N\ Poo, oo 1=Vt (Zgrt V Z,-t)

Vx,y ((succx =succy — x =y) A 0% succx)

ey (Vaer Rty A Aqparer ~(Raty A Ryty))
LR I (\/qu Zat N Ngzgeo ﬂ(th/\Zq/t))

Vt(VyVy’ (Kty ANKty!) =y =y") A Ty Kty)

Pstart -= K00 A ZQOO A |:/\/r'7—1 Ra,-o SUCCiO :|

AVy ((Aizy ~y = succ’ 0) — RuOy)
ws = VtVt' (t' =succt — Y(t,t'))

¥(t, t'"), z.B. Beitrag fiir 6(q, b) = (b',>,q’):
Vy ((Zgt A Kty A Roty) = (Zgt' A Kt'succy A Ry t'y))

M -
o w-—00 = @pm,w erflllbar

o w L STOP = @, unerfillbar
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Teil 3: Ausblicke andere Logiken

Ausblick: andere Logiken (Beispiele) — Abschnitt 7.3

Ausdrucksstarke — gute algorithmische Eigenschaften

Modallogiken

Anwendungen in der Wissensreprasentation, Kl
Fragment(e) von FO: eingeschrankte Quantifizierung
langs Kanten in Transitionssystemen;

Formeln mit einer freien Variablen
SAT entscheidbar

Temporallogiken LTL, CTL, p-Kalkiil

Anwendungen in Verfikation, model checking fiir
Transitionssysteme, (verzweigte) Prozesse, etc.

SAT entscheidbar, fiir viele Zwecke ausdrucksstarker als FO
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Teil 2: FO Unentscheidbarkeit FO 7

weitere Unentscheidbarkeitsaussagen — Abschnitt 7.2

FINSAT(FO): Satze, die in endlichen Modellen erfiillbar sind
beachte: FINSAT(FO) ist rekursiv aufzdhlbar (warum, wie?)
Variation der Reduktion aus Church/Turing liefert:

Satz von Traktenbrot
FINSAT(FO) ist unentscheidbar.

tiefliegender:

Satz von Tarski
Th(N) ist unentscheidbar,
nicht rekursiv axiomatisierbar.

N=(N,+,,0,1,<), ThN):={peFOo: N = ¢}
die erststufige Theorie der Arithmetik
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Teil 3: Ausblicke andere Logiken
Ausblick: andere Logiken Beispiele
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Monadische Logik zweiter Stufe, MSO

monadische zweite Stufe MSO:

Quantifizierung auch iiber Teilmengen der Tragermenge
es existiert kein vollstandiges Beweissystem
Allgemeingiiltigkeit nicht einmal rekursiv aufzahlbar

aber SAT(MSO) entscheidbar iiber interessanten
Strukturklassen: z.B. Wortmodelle, lineare Ordnungen, Baume

enger Zusammenhang mit Automatentheorie

Satz von Biichi:

reguldre Sprachen = MSQO definierbare Wortmodellklassen
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Teil 3: Ausblicke Entscheidbarkeit FO 7.3

Ausblick: entscheidbare Fragmente von FO

uber relationalen Signaturen ist SAT z.B. entscheidbar fiir:
e pranexe J*V*-Satze
e pranexe gleichheitsfreie 3*VV3*-Satze
e pranexe 3*V3*-Satze

e FO-Satze mit nur zwei Variablensymbolen
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Teil 3: Ausblicke Ausdrucksstarke FO 8
Ausdrucksstarke verschiedener Logiken — Abschnitt 8
Fragen: Welche Struktureigenschaften konnen in
gegebener Logik formalisiert werden?
Welche Eigenschaften sind nicht ausdriickbar?
z.B. nicht in FO: Endlichkeit der Tragermenge
Zusammenhang von (endlichen) Graphen
gerade Lange endlicher linearer Ordnungen
— Modelltheorie
die Methode zur Analyse der Ausdrucksstarke:
Ehrenfeucht-Fraissé Spiele
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Teil 3: Ausblicke Entscheidbarkeit FO 73

Ausblick: entscheidbare Theorien

Beispiele

entscheidbar dagegen unentscheidbar

FGdI 11 Sommer 2011

FGdI 1l Sommer 2011

MSO-Theorie von Baumen (Rabin) || Graphentheorie, FO
FO-Th(R, +,-,0,1, <) (Tarski) FO-Th(N, +, -,0,1, <)
FO-Th(N, +,0, 1, <) (Presburger)

FO-Theorie abelscher Gruppen Gruppentheorie, FO

M.Otto und M.Ziegler

Teil 3: Ausblicke Ausdrucksstarke FO 8

Fragen der Ausdrucksstarke
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Kernfrage: |welche Logik wofiir?

zB bei der Wahl einer Logik als Sprache fiir

Spezifikation, Verifikation, Deduktion
Wissensreprasentation, Datenbankabfragen

Kriterien: algorithmische Eigenschaften
beweistheoretische Eigenschaften
Ausdrucksstarke

e wie kann man analysieren, was ausdriickbar ist?
e wie erkennt/beweist man, dass etwas nicht ausdriickbar ist?

M.Otto und M.Ziegler

104/120



Teil 3: Ausblicke Ausdrucksstarke FO 8 Teil 3: Ausblicke Ehrenfeucht—Fraissé FO 8.1

Ausdrucksstarke: Beispiele Ehrenfeucht—Fraissé Spiele — Abschnitt 8.1

. . . . vgl. auch Semantikspiel zwischen Verifizierer und Falsifizierer
Es gibt keine Satzmenge in FO({E}), die den Zusammenhang von

Graphen (V, E) formalisiert (analog fiir Erreichbarkeitsfragen). Idee:  Spielprotokoll fiir zwei Spieler I und 11
zum Vergleich zweier Strukturen so, dass

Es gibt keinen Satz in FO({E}), der den Zusammenhang von A und B 3hnlich (ununterscheidbar in L)

endlichen Graphen (V/, E) formalisiert (analog fiir Erreichbarkeit). wenn Spieler 1l Gewinnstrategie hat.

Jeder Satz in FO({<}), der formalisiert, dass < eine lineare

Spieler Il muss in der jeweils anderen Struktur nachmachen,
Ordnung ist, benutzt mehr als zwei Variablen.

was | in einer der Strukturen vorgibt

Es gibt keinen Satz in FO({<}), der von einer endlichen linearen Spieler | versucht das Spiel auf Unterschiede zu lenken,
Ordnung (A, <) besagt, dass sie ungerade Lange hat. die das fiir Il unmoglich machen

Jeder Satz in FO({<}), der von einer linearen Ordnung (A, <) Verwendung

besagt, dass sie mindestens die Lange 17 hat, hat mindestens wenn A und B ununterscheidbar in L,

Quantorenrang 5. aber verschieden hinsichtlich Eigenschaft E,

dann lasst sich E nicht in L ausdriicken
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Teil 3: Ausblicke MSO Teil 4 Wiederholung
MSO: monadische zweite Stufe Wiederholung

— was Sie unbedingt wissen/kénnen miissen

hier iber -Wortstrukturen, zu S = {<}U{P,: a€ X}
Elementvariable: xi,xo, ...

Formalismen
Syntax (AL, FO, Formeln, Terme, freie Variablen, etc.)

Mengenvariable: X1, Xz, ... fuir Teilmengen der Tragermenge .

Normalformen (DNF, KNF, pranexe Normalform)
zu Syntax und Semantik von MSO(S) syntaktische Manipulationen: Substitution, Skolemisierung
atomare Formeln: x; = x;, x; < x;, Paxi, Xix; Beweiskalkiile (Resolutionsmethode, Sequenzenregeln)

AL Junktoren A, V,— wie ublich
Quantifizierung lber Elemente: Vx;p, Ixj¢ wie in FO
Quantiﬁzierung uber Teilmengen: VXISOr HXISO Semantik von Formeln, Modellbeziehung

Inhaltliches Verstehen

. .. - . Formeln lesen konnen, Terme/Formeln in Strukturen auswerten
Beispiele fiir Ausdrucksmoglichkeiten: /

T T Y ey Formalisierungen in AL und FO angeben

allgemeiner: reguldre Sprachen semantische Beziehungen: Aquivalenzen, Folgerungsbeziehung,
MSO-Kodierung von DFA/NFA Erfillbarkeitsaquivalenz
semantische Kriterien: Erfillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit,
Korrektheit, ...
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Teil 4 Wiederholung

Wiederholung

zentrale Begriffe/Konzepte inhaltlich beherrschen
im Kontext sinnvoll anwenden
zentrale Satze und Resultate: kennen
interpretieren
anwenden

zentrale Satze

Kompaktheit (Endlichkeitssatze),

Herbrand-Modelle,

(Reduktionen von FO auf AL,)

Korrektheits- und Vollstandigkeitsaussagen zu Kalkiilen
Entscheidbarkeit und Unentscheidbarkeit
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Wiederholung

Wiederholung: Beispiele
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Umgang mit Strukturen
auch spezielle Strukturen und Klassen wie z.B.

Graphen, Transitionssysteme, relationale DB-Strukturen,

Wortmodelle, linear-temporale Abfolgen, A

Auswerten von Termen und Formeln in Strukturen
PNF, Skolemisieren, Substitutionen ausfiihren
Herbrandmodelle beschreiben /untersuchen
(Unerfiillbarkeit durch Reduktion auf AL nachweisen)
(Gl-Resolution und) Sequenzenkalkiil in Beispielen

etc.
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Teil 4 Wiederholung

Wiederholung: Beispiele

AL-Formeln auswerten (systematisch: Wahrheitstafel)
AL-Formeln auf Folgerung bzw. Aquivalenz untersuchen
natirlichsprachliche Bedingungen in AL formalisieren

Unerfiillbarkeit mittels Resolution nachweisen
Allgemeingiiltigkeit formal im Sequenzenkalkiil nachweisen

Folgerungsbeziehungen reduzieren auf
Unerfiillbarkeit/Allgemeingiiltigkeit

Kompaktheitssatz anwenden

Kalkiile rechtfertigen (z.B. Korrektheit von Regeln)
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Wiederholung

entscheidbar?  rekursiv aufzahlbar? — Ubung G1
SAT(AL) := {¢ € AL : ¢ erfiillbar}

FOLG(AL) := {(¢,¢) € AL : ¢ ¢}

SAT(FO) := {¢ € FO : ¢ erfiillbar}

VAL(FO) := {¢ € FO : ¢ allgemeingiiltig}

UNSAT(FO) := {¢ € FO : ¢ unerfiillbar}

FINSAT(FO) := {¢ € FO : ¢ hat ein endliches Modell}
INFVAL(FO) := {¢ € FO : ¢ im Unendlichen allgemeingiiltig}
INFo(FO) := {¢ € FO : ¢ in unendlichen Modellen erfiillbar}
INF(FO) := {¢ € FO : ¢ nur in unendlichen Modellen erfiillbar}
INF2(FO) := {¢ € FO : ¢ hat beliebig groBe endliche Modelle}**

e Beispiele von Satzen in/auBerhalb?
Inklusionen, Komplementbeziehungen, ...
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Teil 4 Wiederholung

FO-ausdriickbar in Graphen?

— Ubung G2

Distanz gerade oder unendlich (d.h., nicht endlich und gerade)

Kreisfreiheit

Existenz eines Kreis
uniform unendlicher Grad
uniform endlicher Grad
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Teil 4 Wiederholung

Was stimmt hiervon?
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Man kann die Erfillbarkeit von AL-Formeln in DNF
effizient® entscheiden.

Zu jeder AL-Formel kann man eine logisch aquivalente
AL-Formel in DNF berechnen.

Erfullbarkeit von AL-Formeln ist effizient* entscheidbar.

* in Laufzeit polynomial in der Lange der gegebenen Formel
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Teil 4

FGdl

Teil 4

FGdI

Wiederholung

Herbrand-Modelle — Nichtstandard-Modelle — Ubung G6

Kann man die Klasse der Herbrandmodelle einer gegebenen
Satzmenge in FO axiomatisieren?

Kann man in FO-Satzmenge die Forderung spezifizieren, dass jedes
Element der Tragermenge durch eine variablenfreien Term
addressiert wird?

Kann die Menge der in einem Modell der Arithmetik durch
variablenfreie Terme addressierten Elemente durch eine Formel
©(x) € FO(S,,) definierbar sein?

() Kann man in MSO(S,,) das Standardmodell der Arithmetik
bis auf Isomorphie axiomatisieren?

Ist die Menge der Primzahlen im Standardmodell der Arithmetik
durch eine Formel ¢(x) € FO(S,,) definierbar? In welchem Sinne
gibt es in Nichtstandard-Modellen unendliche Primzahlen?
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Wiederholung

Was stimmt hiervon?

Zu jeder FO-Formel gibt es
" logisch aquivalente FO7-Formel ?
eine erfiillbarkeitsaquivalente FO7-Formel ?

logisch aquivalente pranexe FO-Formel 7
eine logisch aquivalente universell-pranexe FO-Formel ?
erflillbarkeitsaquivalente universell-pranexe FO-Formel ?

Wie findet man solche Formeln ggf. algorithmisch?
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Teil 4 Wiederholung Teil 4 Wiederholung
Was stimmt hiervon? Was stimmt hiervon?
Man kann die Erfiillbarkeit von (universell-pranexen =-freien) Resolutionsalgorithmen produzieren schlieBlich alle Klauseln, die
FO-Satzen auf ein AL-Erfiillbarkeitsproblem reduzieren. logische Folgerungen aus der gegebenen Klauselmenge sind.
Erfillbarkeit von (universell-pranexen =-freien) FO-Satzen ist Der (schnittfreie) AL-Sequenzenkalkiil K erlaubt eine
entscheidbar. terminierende algorithmische Beweissuche.

Der (schnittfreie) FO-Sequenzenkalkiil C erlaubt eine
terminierende algorithmische Beweissuche.
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Teil 4 Nachwort Teil 4 AG Logik
Abstraktion und formale Grundlagen Arbeitsgruppe Logik, Fachbereich Mathematik

oder: Ich verlass’ mich lieber auf den gesunden Menschenverstand? . . ]
Mathematische Logik und Grundlagen der Informatik

Abstraktion und abstraktes Verstandnis: Kohlenbach  Beweistheorie mit Anwendungen

. ) ) ) ] Otto Modelltheorie, Logik in der Informatik
® Uberblick gegenilber Sicht von innen/unten? Streicher Semantik von Programmiersprachen
e Vereinfachung & Kilarheit? Ziegler reelle Berechenbarkeit und Komplexitat

e Was ist Anschaulichkeit? Einfiihrungsvorlesungen, Spezialvorlesungen, Seminare, ...

e Wie kann man Anschauung, Intuition schulen? die sich insbesondere auch an

o Ziel Erkenntnisgewinn? interessierte Informatiker wenden

“Anwendungsfach” Logik: Nebenfach Mathematik

ot B cline Uissemsn mit Schwerpunkt aus obigen Bereichen

' ?
Why do software systems crash and bridges (mostly) stand up? fiir EGdl suchen wir immer interessierte Tutoren
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