Teil 2: FO Kompaktheit FO 4

FO Kompaktheit (Satz 4.1)
Kompaktheitssatz (Endlichkeitssatz)

Version 1: (Erfiillbarkeit)

Fir & C FO sind aquivalent:

(i) ® erfillbar.

(i)  Jede endliche Teilmenge ®o C ® ist erfiillbar.

Version 2: (Folgerungsbeziehung)

Fir & C FO, ¢ € FO sind aquivalent:

() ®Fe

(i)  ®o | ¢ fiir eine endliche Teilmenge &g C ®.

Version 1 < Version 2 (zur Ubung!)
Version 1 fiir universell-pranexes ¢ C FO§: Reduktion auf AL

FGdI 11 Sommer 2011 M.Otto und M.Ziegler 81/156

Teil 2: FO Kompaktheit FO 4

FO Kompaktheit

Konsequenzen: die Starken des Endlichkeitssatzes
die Schwachen von FO

mit Kompaktheitsargumenten findet man:

Nichtstandardmodelle

von (unendlichen) Standardmodellen
in FO ununterscheidbare Strukturen

zB. N*zu N =(N,+, -,0,1,<)
Nichtstandardmodell der Arithmetik mit
‘unendlich groBen natiirlichen Zahlen’
zur vollstandigen FO-Theorie von NV, ¢ := {p € FO: N = ¢}

betrachte ®U{l+---+1< c: n > 2} fir neue Konstante ¢
—_———

n
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FO Kompaktheit — Abschnitt 4

Konsequenzen: die Starken des Endlichkeitssatzes
die Schwichen von FO

mit Kompaktheit findet man:

beliebig groBe endliche Modelle = unendliche Modelle

zu ® betrachte ® U {3xy...3xy A\1;cjc,, X = X1 n = 1}

unendliche Modelle = beliebig groBe unendliche Modelle

zu ® betrachte ®U{-¢i=c¢j:i#j;i,jel}
fiir neue Konstanten (¢;)iey

= keine unendliche Struktur in FO
bis auf Isomorphie charakterisierbar
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Sequenzenkalkiile — Abschnitt 6.1

vgl. AL Sequenzenkalkiil
Allgemeingiiltigkeitsbeweise (fiir bel. FO-Formeln/Satze)

Gegenstand: FO-Sequenzen I = A
fir endliche ', A C FOg(S)

I+ A allgemeingiiltig wenn AT =\/ A
Beweisziel: Ableitung allgemeingiiltiger Sequenzen

Ableitungsschritte: Anwendung von Regeln
(zur Erzeugung von Sequenzen)

Korrektheit: jede ableitbare Sequenz ist allgemeingiiltig.

Volistandigkeit: jede allgemeingiiltige Sequenz ist ableitbar.
(schwache Form, wird spater verscharft)
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Sequenzenkalkiil: Regeln und Korrektheit

Pramissen

Format von Sequenzenregeln (wie in AL): Konklusi
onklusion

Konklusionen von Regeln ohne Pramissen: Axiome

ableitbare Sequenzen:
ausgehend von Axiomen (in endlich vielen Schritten) durch
Anwendung von Sequenzenregeln erzeugte Sequenzen

Korrektheit: jede ableitbare Sequenz ist allgemeingijltig‘

folgt aus der Korrektheit der einzelnen Regeln:
e die Axiome sind allgemeingiiltige Sequenzen;

o fiir Regeln mit Pramissen:
Pramissen allgemeingiiltig = Konklusion allgemeingiiltig.
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Sequenzenkalkiil: Quantorenregeln

M o(t/x)F A M A, o(c/x)
VL) FYxe()F & U R Sl
falls ¢ nicht in ', A, o(x)
M o(c/x)FA M= A p(t/x)
(3L) I 3xe(x) F A (3R) A, Ixp(x)
falls ¢ nicht in ', A, p(x)

Korrektheit priifen!
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Sequenzenkalkiil: Regeln

FO Sequenzenkalkil SKC, drei Gruppen von Regeln:
o AL Regeln (analog zum AL-Sequenzenkalkiil).

e Quantorenregeln: Einfiihrung von V oder 3 links/rechts.
(VL), (VR), (3L), (3R).

e Gleichheitsregeln: Umgang mit Term-Gleichheiten.
(=), (Sub-L), (Sub-R).

’AL + Quantorenregeln: vollstandiger Beweiskalkil SK” fir FO”

SK7” + Gleichheitsregeln: vollstandiger Beweiskalkiil SK fiir FO

Zusitzlich (nicht notwendig aber natiirlich) in SK™:

e Schnittregeln: Kettenschliisse und Beweise durch Widerspruch.
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Sequenzenkalkiil: Gleichheitsregeln

- -A

M o(t/x)F A e A, o(t/x)
Nt=t,p(t'/x)FA Mt=tFA p(t/x)

und analoge Regeln mit t’ = t statt t = t/

(Sub-L) (Sub-R)

Korrektheit priifen!
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Sequenzenkalkiil: Schnittregeln (optional) Ziel: Vollstandigkeit — Abschnitt 6.3
Definitionen:
Lok A Mo Ableitbarkeit aus Theorie ® C FOg:
(modus ponens) T A
’ o ableitbar aus ® [P o] gdw.
I fi i Mo C o (V ist [ - leitbar.
(Kontradiktion) M- (pr - [@l_ © ur geeignetes g C @ (Voraussetzungen) ist g - ¢ ableitbar
’ ® konsistent (widerspruchsfrei) gdw. nicht ¢ (.
e
o el priien. Vollstandigkeit (starke Form) - Korrektheit
Bem.: Kontradiktionsregel (lokal) mit modus ponens simulierbar dlo = bk dFp = & ko
bl Regell [zsan sidn (ldit letel)) limilaren ® konsistent = & erfiillbar ® erfiillbar = & konsistent
(vgl. AL-Sequenzenkalkiil)
unterscheide schnittfreie Kalkiile wie SKC ?Iles, was wahr ist, alles, was ablei.tbar ist,
von solchen mit Schnittregeln wir SKCT ist ableitbar ist wahr
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Kurt Godel (1906-1978) Godelscher Vollstandigkeitssatz (Satz 6.7)

(Vollstandigkeit & Korrektheit des Sequenzenkalkiils)

Fiir jede Satzmenge ® C FOq(S)
und jeden Satz ¢ € FOq(S) gelten:

e Dy gdw. Ok .
o O erfiillbar gdw. @ konsistent.

Zentrale Folgerungen

Kompaktheitssatz  (wesentlich neuer Zugang)

mit Albert Einstein Allgemeingiiltigkeit rekursiv aufzahlbar

. (spater: nicht entscheidbar)
der Logiker des 20. Jahrhunderts
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Vollstandigkeitsbeweise — Abschnitt 6.3 Unentscheidbarkeit Church—Turing

zu zeigen: Konsistenz = Erfiillbarkeit

nicht-Ableitbarkeit

= Existenz eines Modells
best. Sequenzen

LR
< -
dazu .

Ableitbarkeit von Sequenzen aus einer Satzmenge

Ableitbarkeit unter gegebenen Voraussetzungen:

I+ A ableitbar aus ® gdw. fiir geeignetes g C ¢

Fo,I" = A ableitbar ist. Church (1903-1995) Turing (1912-1954)
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Unentscheidbarkeit von SAT(FO) — Abschnitt 7.1 Reduktion des Halteproblems auf SAT(FO)

einfache Variante

Satz von Church und Turing

SAT(FO) ist unentscheidbar. zu M =(%,Q,90,0,9",97)
genauer: nicht rekursiv aufzihlbar. wahle als Signatur Sy:
Beweis: Reduktion des Halteproblems Nachfolaerfunk Sen 5 .
tion, 1-st. itt- iti a
FO ausreichend ausdrucksstark fiir Kodierung succ Wachrolgeriunktion, 1-s (Schritt-/Positionszahler)
L . 0 Konstante
des Verhaltens von TM (in einzelnen S&tzen)
Finde berechenbare Zuord R,  2-st. Relation firae X U {0} =T (Bandbeschriftung)
inde berechenbare suordnung Zg  1-st. Relation fiir g € Q (Zustande)
M,w — omw € FOo(Sm), K  2-st. Relation (Kopfpositionen)

©m,w erfillbar gdw. w X oo

intendierte Interpretation lber Z:

Idee: parw besagt, dass die Konfigurationenfolge in der (t,i) € Ry : zum Zeitpunkt #t steht in Zelle #i das Symbol a.

Berechnung von M auf w nicht abbricht. te€Zg: zum Zeitpunkt #t ist M im Zustand g.
(t,/) € K : zum Zeitpunkt #t steht der Kopf auf Zelle #i.
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