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1 Einleitung

Quantenlogik, was ist das? Das Wort besteht aus zwei Teilen, Logik und Quanten. Die
Logik ist das Untersuchen von der Giiltigkeit von Aussagen und welche Schlussfolgerun-
gen moglich sind. Quanten bezieht sich auf die Quantenphysik in der etwas anders als
klassisch gefolgert werden kann.

1.1 Wie sind die Aussagen aufgebaut?

Was fiir Aussagen werden eigendlich untersucht? Greifen wir uns nun eine typische Aus-
sage der Quantenphysik herraus:

Wird am praparierten Zustand 1 eine Spin-Messung in Richtung eines zweiten Vektors
m vorgenommen, dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein Teilchen mit einer Spinori-
entierung in dieser Richtung vorzufinden gleich w.

Diese Aussage kann in ihre Komponenten zerlegt werden:

e eine mefsbare physikalischen Gréfe M
e ein Messergebniss B
e cine Warscheinlichkeit w

e cin Zustand v

Die Aussage Sent hingt von M, B und w ab: Sent(M, B,w) und ist wahr wenn es
einen Zustand gibt der sie erfiillt ¢ € Sent(M, B, w)

Man kann sich nun iiberlegen, daft wenn eine Aussage fiir einen festen Zustand nur
mit einer Wahrscheinlichkeit w € [0;1] wahr ist, wir uns in einer mehrwertigen Logik
befinden. Zur Vereinfachung wird w € {1,0} gesetzt, und nur Zustédnde in denen bei
Messen von M das Ergebniss mit Sicherheit in B liegt betrachtet.

2 Physikalische Sicht

Geschichtlich musste die Quantenphysik, genau wie jede andere physikalische Theorie,
erfunden werden, weil Experimente gemacht wurden, deren Ergebnisse mit den bishe-
rigen Erkentnissen nicht erklart werden konnten. Das waren insbesondere Doppelspalt-
experimente, das Betrachten von Spektrallinien und der photoelektrische Effekt. Die
Quantenmechanik kann also nicht aus grundlegenderen, bereits vorhandenen, Prinzipien
hergeleitet werden. Sie wird daher meist axiomatisch aufgezogen. Wir brauchen fiir un-
sere Betrachtung zwar nicht alle Axiome, denoch seien sie der Vollsténdigkeit halber hier
aufgelistet. Bemerkung: In der Literatur werden manchmal die Axiome 3 bis 5 zu einem
zusammengefasst.



2.1 Die Axiome der Quantenphysik

Axiom 1 (der Wellenfunktionshilbertraum). Der Zustand eines quantenmechanischen
Systems ist durch die Angabe der zugehérigen Wellenfunktion vollstandig beschrieben.Die
moglichen Wellenfunktionen eines quantenmechanischen Systems bilden einen Hilber-
traum H.

Die Linearkombinationen von Zustdnden werden Superpositionen genannt, das kommt
daher, daft Interferenzen gemessen werden und man die Namensgebung an die Elec-
trotechnik anlehnt, der Unterschied besteht darin, daf es sich hier um komplexwertige
Wellenfunktionen handelt. Der beriihmteste Zweifel an diesem Axiom war Schrédingers
Katze in einer Linearkombination von lebendig und tot.

Axiom 2 ( Messen durch lineare Operatoren). Jeder mefbaren physikalischen Gréfse

eines quantenmechanischen Systems entspricht ein linearer hermitescher Operator auf

dem zugehérigen Hilbertraum. Die physikalischen Eigenschaften der Observablen werden

durch die mathematischen Eigenschaften des zugehérigen Operators bestimmt.
Typische Observablen sind:

—

e Ort 2,q;, 7

Potential V()

Impuls P= 7% 6

kinetische Energie T= ﬁﬁQ

—
— =

Drehimpuls L=#= D

e Energie, Hamiltonoperator H=T+V

Axiom 3 ( Messwerte sind Eigenwerte). Einzig mégliche MeSwerte einer physikalischen
Gréfe sind die Eigenwerte des zugehérigen linearen Operators.

Da in der realen Welt nur reelle Zahlen als Messwerte auf Skalen abgelesen werden
kénnen ergibt sich hieraus die Beschriankung auf Operatoren mit reelen Eigenwerten.
Wenn nun die Eigenvektoren eine Orthogonalbasis bilden sollen bleiben nur noch die
Hermitischen Operatoren.

Axiom 4 ( Messwahrscheinlichkeit). W(a;) = | [ dry; (1) (r)[?
Erwartungswert <a|M]|a>

Axiom 5 ( Wellenkollaps). Wird eine Messung der zum Operator gehérenden physika-
lischen Groéfse an einem durch die Wellenfunktion 1) beschriebenen quantenmechanischen
System durchgefiihrt, so befindet sich das System unmittelbar nach der Messung in einem
Eigenzustand von zum bei der Messung als MeBergebnis herausgekommenen Eigenwert
.-



Das Postulat kommt aus der Beobachtung daf wiederholte Messungen zum gleichen
Ergebniss fiihren. Wann genau die Wellenfunktion kollabiert ist noch nicht so klar, spa-
testens jedoch bei der Messung. Jede Interaction eines Teilchens mit seiner Umwelt kann
als Messung aufgefasst werden.

Ein schones Hosentaschenexperiment bei dem die Auswirkungen einer den Zustand
verandernden Messung sichtbar werden funktioniert mit polarisiertem Licht. Hierbei wird
die Messung den Zustand des Lichts verdndern. Hat man einen polarisierten Lichtstrahl,
(LCD-Bildschirm) und zwei Polarisierungsfilter (3D Brillen oder Kamerafilter) so kann
man mit einem der Filter durch drehen feststellen in welche Richtung das Licht polarisiert
ist (Messung). Positioniert man diesen Filter so, daf kein Licht mehr hindurchkommt, und
schiebt man den zweiten Filter in einem anderen Winkel zwischen Bildschirm und Brille
so kommt doch Licht hindurch, der zweite Filter hat also die Polarisierung verandert.

Axiom 6 ( Anderungen mit Schrodinger). Die zeitliche Entwicklung eines physikalischen
Systems, das zum Zeitpunkt tg durch die Wellenfunktion 1/)(?; to) beschrieben wird, wird
festgelegt durch die Schrédingergleichung:

oY

ih—- = HY (1)

wobei H der zu dem System gehorende Hamiltonoperator ist.

2.2 Spektralmald

Wenn ich nun Aussagen betrachten will die mit Sicherheit wahr sind Sent(M, B,1) dann
folgt aus Axiom 3 und Axiom 5 daf die entsprechenden Zusténde 1 fiir ein b € B in
dem Eigenraum von M zu b liegen miissen. Darf by € B oder by € B Messergebniss sein
liegen die Zusténde 1; in dem Spann der Entprechenden Eigenrdume.

Es ist also wichtig sich die Struktur der Unterrdume des Hilbertraums H anzuschauen.
Dazu gibt es ein hilfreiches Werkzeug aus de Funktionalanalysis

Definition 1 (Das Spektralmaft). Ein Spektralmafs ist eine Abbildung, die gewissen
Teilmengen einer fest gewdhlten Menge orthogonale Projektionen eines Hilbertraumes
zuordnet.

Definition 2 (Spektrum). Das Spektrum eines Operators A ist die Menge aller Ele-
mente A des Zahlenkorpers (meistens die komplexen Zahlen), fiir die die Differenz des
Operators mit dem X -fachen Einsoperator A — Al nicht (beschrénkt) invertierbar ist.
Das Spektrum des Operators wird mit o(A) bezeichnet und die Elemente des Spektrums
heiften Spektralwerte.

Definition 3 (Projektionswertiges Spektralmafl Py/(B)). Es muss gelten:

Py (0)=0

PyR)=1

Im endlichdimensionalen ist das recht anschaulich.

Der Operator M kann mit einer Matrix beschrieben werden, diese wiederum lésst sich
diagonalisieren. T ist die Transformationsmatrix aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten

His Pi-



M1

P1

Pn

Eine Borelmenge von Eigenvektoren B wird auf den Operator/Matrix Pysp abgebildet,
der orthogonal auf den von den Eigenrdumen zu B aufgespannten Unterraum von H
projeziert.

B={pm...un}—T 0 T-'= Pyp (3)

3 Verbandtheorie

3.1 Was ist ein Verband?

Definition 4 (Der Verband algebraisch). Ein Verband ist eine Menge mit 2 Verkniip-
fungen Vereinigung (join) \/ und Schnitt (meet) /\ welche die Assoziativitat, Kommuta-
tivitdt und die Absorptionsgesetze erfiillen.

Assoziativitét:

uV(vVw)=(uVv)Vuw

uN(vAw)=(uAv)Aw

Kommutativitat:

uVuv=vVu

uANv=vAu

Absorptionsgesetze:

uV (uAv)=u

u (uVo)=u

Definition 5 (Der Verband als Halbordnung ). Man kann sich einen Verband auch
als Halbordnung ‘3 denken,

v<w <= vVw=v (4)

bei der je zwei Elemente ein Supremum und ein Infimum haben:

sup = v Uw (5)



inff=vnNuw (6)
Beispiel (Bekannte Verbéande). Mengenverbande mit Enthaltensein als Ordnung, Schnitt
und Vereinigung wie gewohnt.
Teilerverbénde von natiirlichen Zahlen. Meet ist gg'T' und Join der kgV.
3.2 Eigenschaften von Verbdnden
Definition 6 (Vollstindigkeit). Hat jede Teilmenge A von ‘B ihr sup inf heifit der
Verband vollstéandig.

ian:/\a;aEA (7)
A

supA:\/a;aeA (8)
A

Definition 7 (Beschrianktheit). Wir nennen:

Na:=0 (9)

Ry

\Va:=1 (10)

B
Ein Verband mit 0 und 1 heifst beschrankt.

Definition 8 (Das Komplement). ist eine Abbildung a — a mit den Eigenschaften
dak:
atva=1 (11)
at Na=0 (12)

es kommt dabei das neutrale Element der jeweils anderen Verkniipfung raus.

Definition 9 (Das Orthokomplement). ist ein Komplement mit
Involution

att=a (13)

Ordnungsumkehr

a<b=bt<at (14)



Satz 1 (De Morgan). Die De Morganschen Gesetze gelten

(N A=\ Af (15)
(V 4t = \ A (16)

Beweis. Es reicht eins von Beiden zu zeigen da einsetzen von A} fiir A, und beidseitige
Komplementbildung eine Gleichung in die andere {iberfiihrt.
(=)
Jede Menge A; ist kleiner als sie selbst mit anderen Vereinigt, also gilt:
Af < (VA*
n
Durch Komplementbildung auf beiden Seiten ergibt sich
n
Da das fiir jedes A; gilt gilt es auch fiir den Schnitt:
A n
(<)
Da folgende Ungleichung gilt:
NAy < AF
n
gilt durch beiseitige Komplementbildung
(AAZ) = A
n
wiederum fiir jedes A; und damit wieder fiir den Schnitt:
(AAZ)E =V A4
n n
nochmalige beidseitige Komplementbildung ergibt das gewiinschte:
ANy < (VA
n n
O

Satz 2 (Jeder endliche Verband ist vollstdndig und beschrankt.). Das ist nicht schwer
etnzusehen.
3.3 Orthomodularitat

Immer wenn zwei Verkniipfungen vorhanden sind, stellt sich die Frage wie sie sich ver-
tragen, insbesonder bei auflésen der Klammern. Es ist leider nicht immer eine volle
Vertraglichkeit vorhanden und somit gibt es statt den klassischen Verteilungsgesetzen
nur abgeschwichte Varianten. Beginnen wir jedoch mit etwas festem:

Satz 3 (Jeder Verband ist einseitig distributiv).
AV (BNC)<(AVB)AN(AVC) (17)

AAN(BVC)>(AANB)V(AAC) (18)



Dieser Satz ist eine direkte Konzequenz aus der Isotonie aller Verbandspolynome be-
ziiglich der in ihnen vorkommenden Variablen.
Fiir den Beweis siehe S31,32 von QLiAA

Definition 10 (Distributivitét).
AV(BNC)=(AVB)AN(AVCO) (19)
Definition 11 (Modularitét).
(A<B)=(AV(BANC)=(AVB)AN(AV()) (20)
Lemma 4 (Kurzform M). Modularitdt lGfit sich vereinfachen zu:

(A<B)= AV (BAC)=BA(AVC) (21)

Beweis. Aus (A < B) folgt B = (A V B) und einsetzen in die Gleichung ergibt das
Gewiinschte. 0

Definition 12 (Orthomodularitét).
(AL <C)YA<B)=AV(BAC)=(AVB)A(AVC) (22)
Lemma 5 (Kurzform OM). Orthomodularitit lafit sich vereinfachen zu:

(A<B)= AV(BANAY)=B (23)

Beweis. (=)
Mit C' = At und der Bemerkung daf AV B = B wird OM zu der Kurzform:
AV(BANC)=(AVB)AN(AV(O)
AV (BANAY)=(AVB)A(AvV AL
AV (BANAY)=BAI
AV (BANAY) =B
(<) Wir wissen wiederum daf AV B = B.
Eine Seite der Rickrichtung ist durch die einseitige Distributivitit gegeben:
AV(BANC)<BA(AVC)
es bleibt zu zeigen, dak aus der Kurzform und A+ < C die zweite Ungleichung folgt
Aus C > At folgen
) AVC>AVAt=1
1) CAB>AYAB
Aus II folgt wiederum
II) AV (CAB)> AV (At AB)
aus III folgt mit I und der Kurzform
AV(CANB)>BA(AVC)



4 Der Hilbertverband P(H)

Definition 13 (Hilbertraum). Ein Hilbertraum ist ein Vektorraum mit Skalarprodukt in
dem jede Cauchifolge konvergiert.

4.1 Ist es ein Verband?

Sei ‘H ein Hilbertraum. Sei Hg C H ein Unterraum. Hj ist nur dann ein Hilbertraum
wenn er abgeschlossen ist.
P(H) bestehe aus allen Unterhilbertrdumen: Ist das ein Verband? Wir untersuchen:

4.1.1 Halbordnung?

Es ist nicht schwer eine Ordnung auf P(H) zu definieren: Es sei
Hi1 < Ha < Hi CHa (24)

4.1.2 Schnitt?

Auch Meet ist kein Problem. Es reicht der mengentheoretische Schnitt.
/\ gi = ﬂ Gi (25)
i i

4.1.3 Join?

Bei Join ist es schon komplizierter, denn die Vereinigung aus der Mengenlehre ist kein
Vektorraum. Es eignet sich also viel mehr die Summe der Unterrdume:

ZQZ‘:{UGH =G ; CiEgz} (26)
i i
Da es hier aber um Hilbertraume geht ist es im Unendlichen notwendig den Abschluss

zu bilden damit garantiert ein Unterhilbertraum ensteht. Und somit ist hier Join folgen-
dermafien definiert:

\/ Gi= Z g; € (27)

Damit ist P(H) ein Verband!



4.1.4 Orthokomplement?

Zur weiteren Untersuchung der Eigenaschaften von P(H) definieren wir uns ein geeing-
netes Orthokomplement:

Gt={neH | (=0 ; WeG} (28)

und die Definition ist auch stimmig mit allen Bedingungen:
Involution: G1t+ =@
Ordnungsumkehr: G < F «—= FL <Gt
und

4.2 Wie steht es mit Modularitat?

Das ein Verband von Unterrdumen im allgemeinen nicht distributiv ist ist nicht schwer
einzusehen.

Wir wollen nun folgende zwei aussagen zeigen:

I) Ist H endlichdimensional dann ist P(H) modular.

IT) Ist H unendlichdimensional dann ist es nur orthomodular.

4.2.1 Ist H endlichdimensional dann ist P(H) modular.

Beweis. Seien A,B,C € P(H) Unterhilbertraume von H.

Wir haben: 1.) aus der Vorreussetzung, dak A < B gilt.

2.) Wegen der Endlichkeit der Dimension kénnen wir jedes Element £ aus dem Join
von X und Y als Linearkombination von Elementen aus X und Y schreiben

Die Modularitétsgleichung lautet:

AV (BAC)=BA(AVC) (29)

Eine Seite folgt aus dem einseitigen Distributivgesetz.
Fiir die andere sei nun p € BA (A V C). Dann ist
I) p € Bund

I pe AVC.

aus II wissen wir

) pp = pa+ pe

was sich umformen lésst zu

IV) e = pi— pa

hieran kann man mit I und 1. ablesen, daf:

V) uc € BAC ist

Weifs man dies folgt aus III daf

pe AV (BAC)

10



4.2.2 |Ist ‘H unendlichdimensional dann ist es nur orthomodular.

Ich zeige zuerst:
Ist 'H unendlichdimensional dann ist es orthomodular.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus der Definition eines Orthokomplementes in einem
Hilbertraum.

Seien A, B € P(H) mit A < B

Dann ist B ein grofer Hilbertraum und A ein Unterhilbertraum von B

Das Orthokomplement von A in B ist dann (B A AL).

Also gilt bereits:

AV (BANAY) =B (30)

Nun fehlt noch:
Ist ‘H unendlichdimensional dann ist es nicht modular.

Beweis. Da im endlichdimensionalen Fall P(H) modular ist scheitert die Modularitat an
dem Unterschied zum unendlichdimensionalen Fall. Das wére dann der Abschluss in der
Definition vom Join.

Greifen wir uns ein Element aus dem Abschluss herraus:

m = lim 6, (31)

n—oo

Wir wollen nun Unterrdume A, B,C € P(H) basteln:
7Ny, bilden eine Orthonormalbasisvon H.

Auserdem definieren wir uns fiir ¢ > 1:

&n = Mon + a7 + a2 a1

Dann seien:

1) A= span{én)

IT) B := span{&, m}

III) C := span{nan}

Offensichtlich gilt A < B.

Wir zeigen dals sogar A < B gilt:

B3y =1n+a"m+a g1 —a M =

= o +a g1 € A

Und nun:

Aus A < B folgt direkt

(AvC) < (BVC)

Betrachten wir nun die 6,,:

(-A \ C) 30, =0a"§, —a"ne, =m —a "N2pi1

So wissen wir dafs unser zu Begin erwéhltes 77 dort auch enthalten ist:
(A\/C) >m = nll_>r209”

11



Da aber aus der Konstruktion das 7, das Einzige war was sie unterschieden hat gilt
folgende Gleichung

IV) (AvC) = (BVC()

und wiirde nun Modularitat gelten

AV (BANC)=BA(AVC)

Kann man mit einsetzen der Definitionen IT und III sowie mit IV dies umformen zu:

AVO=BA(BVC)

woraus folgt dafs

A=B

Was aber im Wiederspruch zu

A<B

steht.

Also gilt Modularitit nicht!

5 Quantenlogik

5.1 Negation

Es stellt sich die Frage wie in unserem Kontext die Verneinung einer Aussage zu verstehen
ist, denn aufser dem klassischem in dem eine Aussage genau dann falsch ist wenn sie nicht
wahr ist, bietet sich hier eine Alternative an.

Die klassische Negation wird auch Ausschlieffverneinung genannt (exclusion nega-
tion) denn

Sent(M, B, 1) ist genau dann fiir ¢ falsch wenn ¢ ¢ h(Sent(M, B, 1)).

Hierbei sind falsch und nicht wahr Synonyme.

Wir kénnten nun alternativ die beiden Begriffe auseinanderziehen und falsch nur fiir ei-
ne Teilmenge von nicht wahr verwenden. Diese Art der Negation wird Wahlverneinung
gennant (choise negation). In unserem Fall ist das wenn

Sent(M, B, 1) ist genau dann fiir ¢ falsch wenn ¢ € (h(Sent(M, B,0)))*.

5.2 Distributivitat

Nicht allein die Negation ist anders sondern dadurch daf P(H) nur othomodular ist, tut
Sorgfalt beim Schliefen Not. Denn all zu leicht verféllt ein jeder intuitiv in das Anwenden
des Distributivgesetzes.

Doch nicht nur daf es ungewohnt ist nur Orthomodularitiat zu verwenden, es hat auch
dazu gefiihrt dafs Von Neumann und Birkhoff die Interpretation der Quantenphysik als
Hilbertverbandt angezweifelt haben. Sie stellten ein alternatives Konzept vor, das auf
Von Neumann Verbéanden beruht.

Orthomodularitdt kommt ja daher dafs die Aussagen die nur wahrscheinlich wahr sind
nicht betrachtet werden. Auch das kann anders aufgenommen werden.

12
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