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1 Einleitung [12]

Definition 1.1 (Quantorenelimination). Sei L eine Sprache und T eine Theorie. T hat Quantorenelimination, wenn
es zu jeder L-Formel ¢(x4,...,X,) eine quantorenfreie Formel 1(x,..., X, ) gibt mit

TEVxy,. X, (X1, x,) = YP(xg,..0,x,)).
Als Quantoreneliminationsproblem bezeichnen wir: Gegeben eine Formel ¢, finde die unter T &quivalente quanto-
renfreie Formel 4.

Definition 1.2 (Einfache und primitive Existenzformeln). Eine einfache Existenzformel hat die Form

w(x)=3y Y(x,y)

fiir eine quantorenfreie Formel ). Wenn 1) eine Konjunktion von atomaren Formeln' oder negierten atomaren
Formeln ist, dann hei3t ¢ primitiv.

Lemma 1.3. T hat genau dann Quantorenelimination, wenn jede primitive Existenzformel modulo T zu einer quan-
torenfreien Formel dquivalent ist.
Beweis. = : Trivial.

«=: Jede einfache Existenzformel 3y \/,_, ; ist dquivalent zu einer Disjunktion \/,_ (3y ;) von primitiven
Existenzformeln. Damit ist jede einfache Existenzformel modulo T dquivalent zu einer quantorenfreien Formel.

Wir betrachten eine beliebige Formel in préanexer Normalform:

Qixy...Quxn Y

Wenn Q,, = 3, dann wihlen wir eine quantorenfreie Formel 1)’, die modulo T zu 3x, 1) dquivalent ist und fahren
mit der Formel Qqx;...Q,_1Xx,_1Y’ fort. Wenn Q,, = V, dann wihlen wir eine quantorenfreie Formel ¢’, die
modulo T zur Jx,, ) dquivalent ist und fahren mit der Formel Q;x;...Q,_;x,_,—’ fort. O

Beispiel 1.4. Wir betrachten folgende Beispiele fiir Quantorenelimination auf R:

a) Die Formel
e(x)=3y [x*+y=4Ay>0]

ist Aquivalent zu folgender quantorenfreien Formel:

YPx)=x<2Ax>-2

1 Atomare Formeln sind t; = t, und Rty,...,t, fiir L-Terme tq,...t,. Im Fall der Theorie der reellen Zahlen und der Sprache der

geordneten Korper, die wir im Folgenden betrachten, haben atomare Formeln die Form p, = p, oder p; < p, fiir Polynome p,, p,.




b) Die Formel
= Vx 3y [x>y]

enthalt keine freien Variablen; ihr kann also sogar ein konstanter Wahrheitswert (in diesem Fall false bzw. 1)
zugewiesen werden.

Eine geometrische Interpretation der Tatsache, dass die Theorie der reellen Zahlen in der Sprache der geordneten
Koérper Quantorenelimination hat?, ist die folgende:

Theorem 1.5. Die Projektion von semialgebraischen Mengen ist wiederum semialgebraisch.
Beispiel 1.6. Ein einfaches Beispiel hierfiir ist die Kugel im R3. Die Formel
0, y)=3z [x*+y*+22<1]
ist Aquivalent zur quantorenfreien Formel
Yo,y)=x*+y* <1

die sich geometrisch als Projektion der Kugel auf die Ebene interpretieren lasst. Beide Formeln sind wahr fiir Punkte
(x, y) auf dem oder im Einheitskreis.

2 Quantorenelimination nach Muchniks Beweis des Tarski-Seidenberg-Theorems [8]

Wir betrachten nun ein konkretes Verfahren fiir Quantorenelimination, das Andrej Muchnik als Beweis des Tarski-
Seidenberg-Theorems konstruiert hat [8]. Hierzu fithren wir zunéchst die Notation von Vorzeichendiagrammen und
Muchnik-Mengen ein, bevor wir im Anschluss an den Beweis des Theorems den zentralen Algorithmus detailliert
beschreiben.

2.1 Vorzeichendiagramme

Sei p(Y) ein Polynom in einer Variable Y mit den reellen Nullstellen &, < &, < -+ < £,4 (ohne Vielfachheit). Das
Vorzeichen von p ist auf jedem Zwischenintervall (£, &,;,,) konstant. Sei £,;,; (1 <i < d —1) ein beliebiger Wert
im Intervall (&4, £9;40) und &, bzw. £,4, ein beliebiger Wert kleiner als &, bzw. grofer als £,4. Die &; bezeichnen
wir als Testpunkte.

Wir definieren

0 fiira=0
sgna=+{1 fira>0
-1 fira<o0

Definition 2.1. Die Vorgeichenentwicklung oder Vorzeichenreihe von p ist

(sgn p(&1),sgn p(&,); - .-,58n p(E2q+1))-

Im Folgenden arbeiten wir mit mehreren Polynomen gleichzeitig, daher miissen ab jetzt Testpunkte mit geradem
Index nicht zwingend Nullstellen sein.

Sei P eine endliche Liste von Polynomen in einer Variablen Y mit reellen Koeffizienten und D eine m X n-Matrix mit
Elementen aus {—1,0, 1}, deren i-te Zeile die Vorzeichenentwicklung des i-ten Polynoms sein soll. Wir beschriften
Zeilen der Matrix mit dem jeweiligen Polynom und Spalten mit dem jeweiligen Testpunkt, d. h. D(p, &) bezeichnet
den Eintrag von D in der mit p beschrifteten Zeile und mit & beschrifteten Spalte.

Definition 2.2 (Vorzeichendiagramm). Sei D eine derartige Matrix. D ist ein Vorgeichendiagramm von P, wenn es
ein n-Tupel reeller Zahlen & = (&4,...,&,) mit §; < &, <--- < &, gibt, so dass gilt:

2 Siehe Tarski-Seidenberg-Theorem, 2.11.




* Jede Nullstelle eines Polynoms p € P (mit p(Y) # 0) ist unter den &;.

* Zwischen je zwei solcher Nullstellen liegt mindestens ein weiteres £, das keine Nullstelle irgendeines Poly-
noms p € P (mit p(Y) # 0) ist.

* D(p,&;) =sgnp(&;)
Beispiel 2.3. Sei P die Liste der Polynome p;(Y) =2Y2, p,(Y) =Y +1, p3(Y) =3, p4(Y) = 0.

Ein giiltiges Vorzeichendiagramm hierfiir wére

p\& |—2|—-1]0,5|0]|1
2vy2 1 [ 11|01
Y+1|-1| O 1 (11
3 1|1 1 |11
0 0| 0| O0]JO]|O
Kein giiltiges Vorzeichendiagramm fiir P wére
p\& |2 -1]0]1
2vy2 [ 1] 1]0]1
Y+1|-1| 0 |1]|1
3 1 1 |11
0 0|00

da hier kein Testpunkt zwischen den beiden Nullstellen von p; und p, liegt.

In einem Vorzeichendiagramm D fiir eine Liste P von Polynomen gilt:

a) Die mit p beschriftete Zeile enthélt die Vorzeichenreihe von p sowie eventuell die Vorzeichen an weiteren
Punkten.

b) Wenn p = 0, dann sind auch alle Eintrédge in der Zeile p in D gleich 0. Wir bezeichnen eine solche Zeile als
Null-Zeile.

c) Zwei benachbarte Spalten konnen nicht gleich sein, aulder ihre einzigen 0-Eintrdge liegen in Null-Zeilen.
Lasst man eine der beiden Spalten weg, ist D immer noch ein Vorzeichendiagramm. Lisst man alle solche
redundanten Spalten weg, erhdlt man ein eindeutiges, minimales Vorzeichendiagramm fiir P, das reduzierte
Vorgeichendiagramm fiir P, bezeichnet mit diag(P).

d) Sind alle p € P konstant, so enthilt diag(P) nur eine einzelne Spalte die die Vorzeichen der jeweiligen
Konstanten enthélt.

e) Zu jedem y € R gibt es eine Spalte &, so dass D(p, &) = sgn p(y) fiir alle p € P.

f) Zwei benachbarte Eintrdge in einer Zeile konnen weder beide 0 sein (abgesehen von Null-Zeilen), noch
koénnen sie entgegengesetzte Vorzeichen haben.

2.2 Muchnik-Mengen

Sei A ein Integritidtsbereich (d.h. ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit einem Einselement, dass von Null
verschieden ist), Y eine einzelne Variable und

p:= ade + ad,lY”l*1 +--+a;Y +qg
ein Polynom in A[Y] vom Grad d mit a; # 0. Den Grad des Nullpolynoms p(Y) = 0 definieren wir als —oo.

Wir bezeichnen mit p° das Abschneiden des hochsten Terms von p, d. h.

pO = ad,1Yd71 + e +a1Y +ao

Seiq=b,Y¢+ -+ b, Y! + b, ein Polynom in A[Y] ungleich 0 mit e < d.




Definition 2.4 (Pseudorest). Mittels Polynomdivision von p durch g erhélt man eindeutige Polynome h und r, mit
Grad von r kleiner e, so dass

bi~¢*p =hq+r.

Wir nennen r den Pseudorest von p und q und bezeichnen ihn mit rem(p, q).3

Definition 2.5 (Muchnik-Menge). Sei L eine Menge von Polynomen (einschlieRlich Konstanten) in A[Y]. L ist eine
Muchnik-Menge, wenn die folgenden drei Eigenschaften gelten:

(T pel = p° €L
(D) pel = p'el

(R) p,ge L = rem(p,q) €L

Es gilt:
a) Jede Muchnik-Menge enthélt das 0-Polynom.
b) Jede endliche Menge von Konstanten, die 0 enthélt, ist eine Muchnik-Menge.

Wir bezeichnen die Menge aller Konstanten eine Muchnik-Menge L mit L.

Anmerkung 2.6. Die obigen drei Operationen sind Hiillenoperationen, d.h. wir kénnen fiir jede Menge L’ von
Polynomen die kleinste Muchnik-Menge L angeben, die L’ enthilt. Wir bezeichnen diese als Muchnik-Hiille. Da die
Anwendung jeder der drei Operationen jeweils ein Polynom von kleinerem Grad liefert, ist die Muchnik-Hiille einer
endlichen Menge endlich.

Beispiel 2.7. Sei L’ die bekannte Liste von Polynome p,(Y) = 2Y2, p,(Y) =Y + 1, p3(Y) = 3, p4(Y) = 0. Durch
wiederholte Anwendung der Regeln (T), (D), (R) kénnen wir nun die Muchnik-Hiille L von L’ bilden:

* Die Muchnik-Hiille muss natiirlich die Polynome p;, p,, p; und p, enthalten: L 2 {2Y2,Y + 1,3, 0}.

* Regelanwendung:
(T) (2Y?2)° = 0 (bereits enthalten), (Y + 1)° = 1 (1 kommt hinzu), (3)° = (0)° = 0 (bereits enthalten)
(D) (2Y2) =4Y (4Y kommt hinzu), (Y + 1)’ = 1 (bereits enthalten), (3)’ = (0)’ = 0 (bereits enthalten)
(R) rem(2Y?2,Y + 1) = 2 (2 kommt hinzu)*, weitere Pseudorest-Bildungen sind nicht méglich

e Zur Muchnik-Hiille sind 1, 4Y und 2 hinzugekommen: L 2 {2Y2,Y +1,3,0, 1,4Y, 2}.

* Regelanwendung:
(T) (4Y)° =(2)° = (1)° = 0 (bereits enthalten)
(D) (4Y) =4 (4 kommt hinzu), (2) = (1)’ = 0 (bereits enthalten)
(R) rem(2Y?2,4Y) = 0 (bereits enthalten), rem(4Y,Y + 1) = —4 (—4 kommt hinzu)

e Zur Muchnik-Hiille sind 4 und —4 hinzugekommen: L 2 {2Y2,Y +1,3,0,1,4Y, 2,4, —4}.

* Weitere Regelanwendungen fiigen keine neuen Elemente hinzu, also ist die Muchnik-Hiille von L’:

L=1{2Y%Y +1,3,0,1,4Y,2,4,—4}

Der Faktor bf*e“ vor p rithrt daher, dass der Leitkoeffizient von g nicht zwingend eine Einheit auf dem Integritatsbereich ist (d. h.
nicht immer invertierbar ist).

4 Wir suchen h, r mit Grad von r kleiner 1 (e = 1, b, = 1), so dass p = hq + r, also 2Y2 = h-(Y 4+ 1) + r. Dies gilt offensichtlich fiir
h=2Y —-2und r=2.




Beispiele fiir Mengen von Polynomen, die keine Muchnik-Mengen sind, wéren

{1} (1)’ = 0 nicht enthalten
{Yy +2,1,0} (Y 4+ 2)° = 2 nicht enthalten
{Y?2-2,2v,vY,2,-2,1,0} rem(Y? — 2,Y) = —8 nicht enthalten

Definition 2.8 (Muchnik-Liste). Sei L eine Muchnik-Menge. Jede Aufzdhlung der Elemente von L, die diese nicht-
absteigend nach ihrem Grad anordnet, bezeichnen wir als Muchnik-Liste.

Eine Muchnik-Liste L beginnt also mit 0, gefolgt von den verbleibenden Elementen in L in beliebiger Reihenfolge
und schlief3t dann die Elemente hoheren Grades von L nach ansteigendem Grad sortiert an.

Beispiel 2.9. Die in Beispiel 2.7 hergeleitete Muchnik-Hiille L = {2Y?2,Y+1, 3,0, 1,4Y, 2,4, —4} der Polynommenge
L’ lautet als Muchnik-Liste notiert:

{0,1,2,3,4,—4,Y + 1,4Y,2Y?}

Lemma 2.10. Sei L eine Muchnik-Liste, dann ist jedes Anfangssegment von L wiederum eine Muchnik-Liste.

Beweis. Wir fiihren Induktion {iber die Lange des Anfangssegments M von L.
Wenn M die Linge 1 hat, dann gilt per Definition M = {0}, also ist M trivialerweise wieder eine Muchnik-Liste.

Sei nun M das Anfangssegment von L und p sein letztes Element. Wir zeigen, dass M eine Muchnik-Liste ist,
vorausgesetzt, M \ {p} ist bereits eine Muchnik-Liste. Nach Regel (T) und (D) gilt p°,p’ € L. Da p° und p’ geringeren
Grad als p haben, miissen sie in L vor p aufgezdhlt werden und damit auch in M vorkommen. Wenn q € M, dann
haben sowohl rem(p, q) als auch rem(q, p) geringeren Grad als p (da q, wenn es in M liegt, vom Grad kleiner/gleich
dem von p sein muss). Nach Regel (R) liegen beide Pseudoreste in L, also auch in M. O

Im Folgenden betrachten wir eine Muchnik-Liste immer als Spalte, deren Eintréage als Bezeichner fiir die Zeilen von
Matrizen (Vorzeichendiagrammen) verwendet werden.

2.3 Quantorenelimination

Sei L eine Spalte der Lidnge m von Elementen in R[X][Y] mit X = (X4,...,Xy) und einzelner Variable Y. Fiir ein
X € RN bezeichnen wir mit L(¥) die Spalte (p,(¥,Y),...,p,(¥X,Y)) von Polynomen in R[Y]. Dies ist im Besonderen
auch auf eine Muchnik-Liste L und ihre Teilliste L, von Konstanten (bezogen auf Y) anwendbar; wir bezeichnen
die Lange von L, mit my,.

Im néchsten Abschnitt wir ein Algorithmus vorgestellt, der, gegeben L und eine Spalte C, beschriftet mit den
Eintrdgen aus L, (d.h. eine my x 1-Matrix) mit Eintrdgen aus {—1,0, 1}, eine Matrix D € {—1,0, 1}™*" berechnet
(mit Zeilen beschriftet mit den Eintrigen aus L), so dass fiir jedes ¥ € RV gilt

C = diag(Ly(¥)) = D = diag(L(x)).
Der Algorithmus geht hierbei schrittweise vor, indem er zu einem gegebenen Vorzeichendiagramm ein einzelnes
Polynom hinzufiigt.

Da L, nur Konstanten enthélt ist diag(L, (X)) einfach die Spalte die die Vorzeichen sgn p der Konstanten p € L,
enthélt. Insbesondere gilt, dass die ersten m, Zeilen von D (also die mit Elementen aus L, beschrifteten) konstant
sind, genauer immer den entsprechenden Eintrag aus C enthalten.

Unter der Annahme, dass ein solcher Algorithmus existiert, konnen wir nun das Tarski-Seidenberg-Theorem bewei-
sen.

Theorem 2.11 (Tarski-Seidenberg). Der Korper der reellen Zahlen erlaubt Quantorenelimination in der Sprache der
geordneten Korper.




Beweis. Nach Lemma 1.3 reicht es zu zeigen, dass eine primitive Existenzformel 3y (i, y) mit quantorenfreiem
@, ¥ =(xq,...,xy) und einzelner Variable y dquivalent zu einer quantorenfreien Formel ist.

O.b.d.A. kénnen wir annehmen, dass ¢ eine Konjunktion von Formeln der Form sgn p(¥,y) = ¢, mit reellem
Polynom p und ¢, € {—1,0, 1} ist (vgl. Anmerkung 2.12). Sei L die Menge aller Polynome die so in ¢ vorkommen
und L die Muchnik-Hiille von L’, angeordnet als Muchnik-Liste der Liange m.

Wir bezeichnen eine Matrix D € {—1,0,1}™" als @-kompatibel, wenn es eine Spalte & gibt mit D(p, &) = ¢, fiir
alle p € L'. Fiir ein ¥ € RN gilt 3y (¥, y) genau dann, wenn diag(L(X)) @-kompatibel ist. Dies gilt, da, wenn
diag(L(X)) ¢-kompatibel ist eine Spalte & existiert mit D(p, &) = €, d.h. sgn p(X,&) = ¢,, also eine Belegung
¥ = &, die alle konjugierten Formeln sgn p(X,y) = ¢, in ¢ war macht, also ist 3y ¢ (¥, y) wahr. Die Riickrichtung
gilt ebenfalls.

Sei Cy,...,C; eine Aufzdhlung aller moglichen Spalten der Hohe m, mit Eintrdgen in {—1,0,1} und ;(¥) die
quantorenfreie Formel die

diag(Lo(x)) = C;

ausdriickt. Sei D; die Matrix, die man durch Anwendung des nachfolgend in Abschnitt 2.4 beschriebenen Algorith-
mus auf C; erhilt. Sei I C {1,...,1} die Menge der Indizes, fiir die D; ¢-kompatibel ist. Es folgt, dass

By (&, y) = \/ ().

i€l

Die rechte Seite ist quantorenfrei. O

Anmerkung 2.12. Da Jy ¢(X, y) eine primitive Existenzformel ist, ist ¢ eine Konjunktion iiber atomare Formeln
und negierte atomare Formeln (vgl. Definition 1.2). Als Beispiel konnte ¢ also wie folgt aussehen:

(P1=P2 APy <p3sA-P3<psA...)

Dieses als Beispiel gegebene ¢ ist dquivalent zu

(sgnp; —p, =0Asgnp, —pg=—1A-sgnps —ps=—1A...).

Enthélt ¢ keine negierte atomaren Formeln ist damit die Transformation zu einer Konjunktion von Formeln der
Form sgn p(X, y) = €, mit reellem Polynom p und ¢, € {—1,0, 1}, wie im Beweis benotigt, bereits fertig.

Enthalt ¢ negierte atomare Formeln wie im Beispiel, 1asst es sich durch Distribuieren in folgende Form (hier am
Beispiel) bringen:

Ay ¢ =3y (p1 = p2AP2 <P3A7P3 <PyA...)
=3y (p1=p2Ap2<P3A(P3=psVPs<p3s)A...)
=3y (pr=p2AP2<P3AP3=PsA...)V(Pr=p2AP2 <P3APy<P3A...))
=@y (p1=P2AP2<pP3AP3=psA...))V(Iy (Pr =p2AP2 <P3AP4s<PpP3A...))

Durch ggf. wiederholte Anwendung lasst sich 3y ¢ so in eine Menge von Formeln 3y 1); transformieren, wobei
1; jeweils eine Konjunktion von Formeln der Form sgn p(¥X,y) = ¢, ist. Auf die v; ldsst sich dann der Beweis
entsprechend anwenden.




2.4 Algorithmus zur Berechnung eines Vorzeichendiagramms

Wir betrachten wieder eine Menge L’ von Polynomen in R[X][Y] und ihre Muchnik-Hiille L (in Bezug auf Y). Ziel
ist es, einen Algorithmus anzugeben, der, gegeben diag(L,(¥)) fiir ein ¥ € RV, diag(L(X)) berechnet.

Nach Lemma 2.10 ist jedes Anfangssegment M von L wiederum eine Muchnik-Liste. Wir nutzen dies, um induk-
tiv ein Vorzeichendiagramm fiir jedes M(X) zu erstellen, im Allgemeinen durch Hinzufiigen von einer weiteren
Zeile und mehreren Spalten (aufgrund hinzukommender Nullstellen) zu einem bestehenden Vorzeichendiagramm.
Daher reicht es aus, das folgende Lemma zu beweisen.

Lemma 2.13. Sei A = R[X] mit X = (X4,...,Xy). Sei L eine endliche Muchnik-Liste in A[Y] der Linge m und p
ein nicht-konstantes Polynom in A[Y]. Sei L™ = L U {p} wiederum eine Muchnik-Liste. Es existiert ein Algorithmus
C — C* der jeder Matrix C € {—1,0, 1}™" eine Matrix C* € {—1,0, 1}™D*"" zyordnet (wobei n’ < n), so dass fiir
alle ¥ € RN gilt:

C = diag(L(¥)) = C* =diag(L* (X))

Beweis. Wir konstruieren nun den beschriebenen Algorithmus, der zwei Aufgaben zu erfiillen hat. Zum einen
soll, basierend auf der Matrix C eine Matrix C* generiert werden, die eine zusétzliche Zeile (beschriftet mit p)
sowie moglicherweise zusitzliche Spalten enthilt. Zum anderen muss verifiziert werden, dass, wenn ¥ € R und
C = diag(L(x¥)), die generierte Matrix C* ein Vorzeichendiagramm von L*(X) ist (anschlieBend kann C* ggf.
auf das reduzierte Vorzeichendiagramm gekiirzt werden). Beim Durchfiihren dieser Schritte kann es sein, dass
Inkonsistenzen in C zutage treten, die implizieren, dass C # diag(L(X)) fiir ein X war; die Matrix C wird dann
abgewiesen.

Angenommen p hat Grad d > 1 in Y und a # O ist sein hochster Koeffizient (a € R[X]). Dann sind d!a, p° und p’
per Definition der Muchnik-Liste in L enthalten. Wir fixieren ¥ € RN und & sei ein Spaltenbezeichner von C. Wir
definieren C*(p, &) abhingig von den nachfolgenden, unterschiedlichen Fillen.

Fall 1. Die Zeile d!a in C ist nicht konstant. Dies ist unmoglich, wenn C von der Form diag(L(x)) ist, also weisen
wir diese Matrix ab.

Fall 2. Die Zeile d'a in C ist eine Null-Zeile. Wenn C von der Form diag(L(X)) ist, dann muss a(¥X) = 0 sein und
p(%,Y) und p°(¥,Y) missen die gleiche Vorzeichenentwicklung haben. Also kopieren wir in diesem Fall
einfach die Zeile p° als letzte Zeile und sind fertig.

Im Folgenden kénnen wir also davon ausgehen, dass die Zeile d!a in C konstanten Wert a # 0 hat. Wenn C
nur eine einzelne Spalte hat, verdoppeln wir diese an diesem Punkt.

Fall 3. Die Spalte & ist entweder die erste oder die letzte Spalte. Wenn C von der Form diag(L(X)) ist, dann muss
C*(p,Y) das Vorzeichen von p(X,Y) an —oo bzw. +00 sein. Wir setzen es daher auf (—1)?a bzw. a und
sind fertig.

Im Folgenden kdnnen wir also zusétzlich annehmen, dass & eine interne Spalte ist.

Fall 4. Es gibt ein g € L mit C(q, &) = 0, aber die Zeile q ist keine Null-Zeile. Wenn C von der Form diag(L(X)) ist,
dann bedeutet das, dass q(X, &) = 0, aber q(¥,Y) ist nicht konstant 0. Wir wahlen ein g € L mit minimalem
Grad, das diese Eigenschaften hat. Sei e sein Grad und b sein hochster Koeffizient, so dass e!b € L. Wenn
die mit e!b beschriftete Zeile in C nicht konstant ist, weisen wir die Matrix ab.

Im Folgenden konnen wir also zusitzlich annehmen, dass die Zeile e!b konstanten Wert 3 hat.

Fall 5. Angenommen 3 = 0. Wenn C von der Form diag(L(X)) ist, dann muss b(¥X) = 0 sein. Daq = bY* +q° (und
q(%,£)=0,s.0.) muss q°(X, &) ebenfalls O sein. Da q° € L geringeren Grad als e hat, impliziert die Auswahl
von q als Polynom mit minimalem Grad dieser Eigenschaft in Fall 4, dass die mit q° beschriftete Zeile in
C eine Null-Zeile sein muss, d.h. ¢°(¥,Y) = 0. Dann ist aber auch q(¥,Y) = 0, was einen Widerspruch
darstellt. Also weisen wir die Matrix ab.

Im Folgenden kénnen wir also zusatzlich 8 # 0 annehmen.




Fall 6.

Fall 7.

Sei r der Pseudorest von rem(p,q), so dass b%~**1p = hq + r fiir Polynome h,r € R[X,Y] mit r vom Grad

héchstens e — 1. Wenn C von der Form diag(L(%)) ist, dann gilt b(¥)? "1 p(X, &) = r(¥, &) (da q(%,£) = 0).
Wir setzen C*(p, &) := B¢+ . C(r, &) und sind fertig.

Im Folgenden konnen wir also davon ausgehen, dass die einzigen Nullen in der Spalte & von C von Null-
Zeilen stammen.

Seien £_ und & die Bezeichner der Spalten direkt links und rechts der mit & beschrifteten Spalten. An-
genommen, fiir &_ trifft auch der gerade behandelte Fall zu, so dass C*(p,&_) zu diesem Zeitpunkt noch
nicht durch vorangegangene Fille definiert ist. Da aber in einem reduzierten Vorzeichendiagramm keine
benachbarten Spalten existieren kénnen, deren Bezeichner nicht Nullstellen eines eine Zeile bezeichnenden
Polynoms sind, konnen wir eine solche Matrix abweisen. Fiir & gilt dies analog.

Im Folgenden kénnen wir also davon ausgehen, dass C*(p,&_) :=¢_ und C*(p, &) := ¢, bereits definiert
sind.

Angenommen ¢_ = ¢, = 0. Wenn C von der Form diag(L (%)) ist, muss p(¥, £_) = p(¥, £, ) = O gelten. Nach
Satz von Rolle gibt es ein n € (§_, &) mit p’(¥,n) = 0. Da per Definition p’ € L miissen seine Nullstellen
als Spaltenbezeichner auftreten, also gilt n = £. Nach Annahme tiber £ muss die Zeile p’ in C eine Null-Zeile
sein, also muss auch p’(¥,Y) = 0 sein. Das bedeutet wiederum, dass p(¥,Y) konstant, also vom Grad O ist,
was ein Widerspruch zur initialen Annahme iiber p ist. Daher weisen wir die Matrix in diesem Fall zuriick.

Angenommen ¢_ und e, haben entgegengesetzte Vorzeichen und sind nicht 0. Wenn C von der Form
diag(L(x)) ist, dann haben p(¥,&_) und p(¥, &, ) entgegengesetzte Vorzeichen. Nach dem Zwischenwert-
satz gibt es ein 1 € (§_, £,.) mit p(¥,n) = 0. Da wir nicht davon ausgehen konnen, dass £ = 7, haben wir
eine neue Nullstelle. Wir ersetzen die Spalte £ durch drei Kopien von ihr und setzen in der untersten Zeile
von C* die Werte (¢_,0,¢,) um das Vorzeichenverhalten widerzuspiegeln. Damit sind wir in diesem Fall
fertig.

Im Folgenden kénnen wir also davon ausgehen, dass entweder e_ = 0 oder ¢, = 0, oder dass beide das
gleiche Vorzeichen haben.

Wir behaupten, dass wenn C von der Form diag(L(X)) ist, p(¥,Y) keine Nullstelle im offenen Intervall
(&§_,&,) hat. Ausgehend von dieser Behauptung (die wir gleich beweisen), muss das Vorzeichen auf dem
gesamten Intervall gleich dem Vorzeichen des Endpunkts sein, der keine Nullstelle ist. Wir setzen also
C*(p, &) auf denjenigen Wert £_ oder ¢, der nicht 0 ist.

Abschliefend beweisen wir die Behauptung. Angenommen, es gébe ein n € (§_, £, ) mit p(¥,n) = 0. Wenn
einer der beiden Endpunkte eine Nullstelle ist, dann gébe es nach Satz von Rolle eine Nullstelle von p’
in diesem Intervall, was wir aber bereits ausgeschlossen haben. Also muss p(¥,Y) das gleiche Vorzeichen
an beiden Endpunkten des Intervalls haben. O.b.d.A. seien beiden Endpunkte positiv. Damit p(X,Y) auf
dem Intervall 0 werden kann miisste es zunéchst abfallen und dann wieder ansteigen, also miisste p’ das
Vorzeichen auf dem Intervall wechseln und demnach eine Nullstelle haben, was ebenfalls ein Widerspruch
ist. O

Beispiel 2.14. Wir betrachten fiir A= R[X] (mit einzelner Variable X) die Liste L = {0,2X,4X,4X3, —4X, —4X?,(Y +
2)X,(Y —2)X,2XY?} von Polynomen in A[Y ] sowie das einzelne Polynom p = (Y2 —2)X. Der Einfachheit und Ver-
standlichkeit halber behandeln wir L und L™ = L U {p} im Folgenden, als seien es Muchnik-Listen®. Ausgehend
von L wollen wir nun beispielhaft das Einfiigen des Polynoms p in ein gegebenes Vorzeichendiagramm C, also die
Konstruktion von C* durchfiihren.

Sei C als Eingabe des Algorithmus wie in Abbildung 2.14 gegeben. Zum Hinzufiigen von p = (Y2 —2)X = XY?2-2X
miissen wir nun sidmtliche Zellen C*(p, &;) berechnen (entsprechend der Algorithmusbeschreibung ist im Folgen-
dend =2,a=X:

» &, und &, sind die erste und letzte Spalte und werden mit Fall 3 abgehandelt:

- C*(p,&1):=(-1%a=1

In Wirklichkeit sind es keine Muchniklisten sondern Teilmengen der Muchnik-Hiille von L*. Die vollstindigen Listen wiirden den

Rahmen des Beispiels sprengen und das Beispiel erlaubt auch mit dieser reduzierten Liste einen gleichwertigen Einblick in den Algo-
rithmus.




§1 [ Ea=—2]83 | £4=0]¢&5 [ &g=2] &y

0 0 0 0 0 0 0 0

2X 1 1 1 1 1 1 1

4X 1 1 1 1 1 1 1

4x3 1 1 1 1 1 1 1

—4X -1 -1 1] -1 [-1] -1 [—1
—4x% | -1 -1 -1 -1 |-1| -1 |-1
(Y+2)X | -1 0 1 1 1 1 1
(Y-2)X | -1 -1 -1 -1 [-1 0 1
2XY? 1 1 1 0 1 1 1

Abbildung 1: Beispielhafte Eingabe C des Algorithmus.

- C+(p: €7) =a=1

* Fiir £, kommt Fall 5 zur Anwendung, da es eine O in dieser Spalte gibt, die nicht zu einer Nullzeile gehort.
Entsprechend Fall 4 ist ¢ = 2XY?2 (das Polynom, fiir das die 0 in der Spalte steht), e =2, b = 2X, e!b = 4X,
B = 1. Wir bilden den Pseudorest® rem(p,q) = —4X? und setzen

- C*(p,&y) =" C(rE)=1-(-1)=~1
* Bei &, und &, wird analog zu £, nach Fall 5 verfahren und es ergibt sich mit rem(XY?2—2X,XY £2X) = 4X>:
- C*(p,&y):=1
- CT(p, &) =1
Damit sieht die Zeile p von C™ bisher so aus:

E1[&x=—-21&584=0]&5|&=2]&;
(Y2-2)x | 1 1 -1 1 1

* Wir betrachten nun &3, wo augenscheinlich die Nullstelle Y = —+/2 von p untergebracht werden muss. Da
Nullen in &5 nur in Nullzeilen auftreten kommen wir nun zu Fall 7, wobei §_ =&,, £, = &4, e_ =1 und
e, = —1 gilt. Da e_ und ¢, entgegengesetztes Vorzeichen haben gibt es nach dem Zwischenwertsatz eine
Nullstelle € (§_,&.) (nidmlich —+/2). Wir ersetzen also die Spalte £; durch drei Kopien und fiir die Zeile
p die Werte (1,0, —1) ein.

* Bei &5 wird analog zu &4 verfahren, auch hier wird die Spalte durch drei Kopien ersetzt die in der Spalte p
die Werte (—1,0, 1) erhalten.

Damit ergibt sich als Ausgabe C* des Algorithmus das in Abbildung 2.14 dargestellte Diagramm.

An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass das betrachtete C nur fiir positive X ein giiltiges Vorzeichendiagramm
war, d. h. im Beweis von Theorem 2.11 die zu C gehorende Formel 1); nur fiir positive X wahr wird.

2.4.1 Anmerkungen zum Algorithmus und seiner Komplexitat

Der Beweis gilt nicht nur, wie hier durchgefiihrt, {iber den reellen Zahlen, sondern auch iiber reell abgeschlossenen
Korpern, da die einzigen nicht-trivialen Eigenschaften die Verwendung des Satzes von Rolle sowie des Zwischen-
wertsatzes sind, die auch iiber reell abgeschlossenen Korpern gelten.

Der Algorithmus hat ungefahr folgende Komplexitit: Fiir eine Formel ®(x) mit einer existenziell quantifizierten
Variable, die aus | Polynomungleichungen jeweils vom Grad d besteht (d.h. die Kardinalitdt der Menge von Poly-

nomen L’ ist [) ergibt sich eine quantorenfreie Formel ¥(x) mit O(lzd_l) Ungleichungen. Préziser ist die Kardinalitit

6 2X(Y?2-2X)=2XY%. X —4x?
h r




€1 | &o=—2|(neu) | & [(neu) | £, =0 | (new) | &5 | (neuw) | Ec=2 | &y

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2X 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4X 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4x3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—4X -1 -1 -1 |-1] -1 -1 -1 [-1] -1 -1 [-1
—4x? -1 -1 -1 | -1 -1 -1 -1 |[-1] —1 -1 [ -1
(Y+2)x | -1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(Yy-2)x | -1 -1 -1 [ -1] -1 -1 -1 [ -1 -1 0 1
2XY? 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1
(Y?-2)x1] 1 1 1 0| -1 -1 -1 ] 0 1 1 1

Abbildung 2: Beispielhafte Ausgabe C* des Algorithmus.

von L (die Hiille von L") und L, in O(m) wobei m = lzd_l; daraus resultieren 3™ mogliche Vorzeichenzuweisungen,
von denen manche zu einer kompatiblen Formel fiihren. Die Reduktion von ® nach W ist also in der Gré3enordnung
eines Polynoms in [ mal 3™.

Anmerkung des Autors: Bei der Vorbereitung des Seminarvortrags zu dieser Ausarbeitung ist mir aufgefallen, dass
die Beschreibung des Algorithmus in [8] unvollstindig oder fehlerhaft ist, da je nach Eingabe der Algorithmus kein
giiltiges Ergebnis liefert. Als konkrete Beispiele seien hier kurz folgende genannt:

a) L =1{0,1,2,3,4,—4}, p =Y + 1, C die {—1,0,1}™*'-Matrix fiir L. Der Algorithmus verdoppelt die Spalte
in Fall 2 und fiigt dann zweimal mit Fall 3 die Werte —1 und 1 fiir p ein. Die Nullstelle von p wird nicht
beriicksichtigt.

b) L=1{0,1,2,3,4,—4,Y + 1}, p =4Y, C wie folgt:

&1 | &=—1]¢&;

0 0 0 0

1 1 1 1

2 1 1 1
3 1 1 1
4 1 1 1
—4 -1 -1 -1
Y+1| -1 0 1

Die Spalten &; und &5 werden mit Fall 3 abgehandelt, die Spalte £, mit Fall 5 auf —1 gesetzt; hier miisste
aber eigentlich eine weitere Nullstelle eingefiigt werden.

3 Reelle Quantorenelimination ist im Worst Case mindestens doppelt exponentiell [4]

Wir skizzieren im Folgenden ein Beispiel das zeigt, dass Quantorenelimination iiber reell abgeschlossenen Koérpern
doppelt exponentiellen Platz (und damit auch Laufzeit) erfordern kann. Hierfiir konstruieren wir eine Sequenz

von Formeln, deren Linge linear in der Anzahl von Quantoren ist und deren Linge bei Quantorenelimination
. . . . . . 2k+
mindestens doppelt exponentiell wird. Konkret handelt es sich um eine Sequenz von Ausdriicken der Form xf =

X,, deren quantorenfreie Aquivalente mindestens 22° Symbole benétigen.

3.1 Konstruktion der Formel

Wir betrachten eine Sequenz von Formeln ¢, ¢,. .., ¢, mit jeweils vier freien Variablen, ndmlich x;z, X717, Xog, Xo;
bei geradem und 2y, 21}, 295, Z2; Dei ungeradem Formelindex. Die Grundformel ¢, lautet

4 .2 2 4 _ 3 _ 3 _
(le 6x1RxH +x7, = xZR) A (4x1Rx11 4x1pX{; = le)
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und driickt die reellen und imaginéren Teile der Formel
(x1r +ix1)* = Xop + iy
aus, welche wiederum als komplexe Gleichung
x]=x, €]
betrachtet werden kann.

Ausgehend einer Formel ¢; wird nun die Formel ¢; ; abhéngig von der Paritit des Index j berechnet. Aus der
folgenden Berechnungsregel fiir ungerades j erhdlt man die Regel fiir gerades j durch Vertauschen der Rollen von
x und z.

@ j+1(Z1r> 211> Zor> Zor) = YRV VX1 V21 VX0R VXor ((X1R = 29g A X1p = 217 A Xog = YR A Xop = Y1)
V(x1r = YR A X11 = Y1 A Xog = Zop A Xop = 2Z51)) == ¢;(X1r, X171, Xr, X27))
In ihrer komplexen Form reduziert sich diese Gleichung zu
®ir1(21,22) =Ty Vx,Vx, (=21 Axa = Y)V (= Yy Axy = 25)) = ¢j(xl:xz))~
Diese Formel ist logisch dquivalent zu
YV, Vo (g =2 Axa =y) = ¢(x, ) A (0 =y Axy =25) = ¢(x1,x3)))

Die Implikationen sind trivialerweise wahr, aufder x; und x, haben die in der Hypothese angegebenen Werte, also
ist ¢;41(21,2,) logisch dquivalent zu

y(P;(z1,¥) A ¢;(y,22)). (2)

Die durchgefiihrten Transformationen kénnen natiirlich auch mit der reellen Version der Formel gemacht wer-
den.

Satz 3.1. Die komplexe Version von ¢; ist dquivalent zur Gleichung

22)'+1

Xl =Xy

fiir j gerade bzw. der gleichen Gleichung mit z, und 2, fiir j ungerade.

Beweis. Der Satz lasst sich durch einfache Induktion beweisen.
Fiir j = 0 erhalten wir
g2t o2t 4
X3 =x; =Xx]=x,

was gerade der Grundformel ¢ entspricht.

j+1
Fiir j + 1 kénnen wir als Hypothese annehmen, dass ¢; dquivalent zur Gleichung xfzj = X, ist (wir betrachten
nur den Fall, dass j gerade ist; der Fall j ungerade erfolgt analog). Mit (2) und der Hypothese gilt

$jp1 =3y(@;(z1, YN §i(¥,2,))
St St
ey =yAyY =)

j+1
5211 2?

j+1 Jj+1
22777 .92

= Zl == Zz
21+l
= Zl - Zz
j+2
227
Sz =2 O

1



Korollar 3.2. ¢; ist dquivalent zu folgender logischen Formel (wobei R und Z fiir den Real- bzw. Imagindrteil stehen)

. j2it1 . ,2it1
R((X1R+lxll) ) :XZR/\I((XlR"‘lxu) ) = Xy

fiir j gerade bzw. der gleichen Formel mit zg, 2], 2o Und 2; fiir j ungerade.

Satz 3.3. ¢ (x1r,X17,1,0) (bzw. ¢ (21r,215,1,0) fiir k ungerade) definiert eine semialgebraische Menge in R?, die
aus 22" isolierten Punkten besteht.

. . . L k+1 L .
Jeder Punkt der durch ¢, definierten semialgebraischen Menge ist eine der 22 -ten Einheitswurzeln, also ein
isolierter Punkt auf dem Einheitskreis.

Wir halten an dieser Stelle fest, dass das Alphabet, das benétigt wird um ¢, zu definieren, unabhéngig von k ist
und die Lénge von ¢, damit linear in k.

3.2 Die Lange einer quantorenfreien Formel

Seien p(x,y) und q(x, y) zwei Polynome in R{x, y]. Wir definieren D(p) als die Menge der isolierten Punkte von
p = 0 und D(p,q) als die Menge der isolierten Punkte der Schnittmenge der Kurven p = 0 und g = 0, die keine
isolierten Punkte der Kurven sind, wenn man diese separat betrachtet. Man beachte, dass D(p,p,) € D(p;)UD(p,)
und dass D(p1p,,q) € D(p1,9) U D(pa,q)-

Nachfolgend geben wir die beiden Sétze wieder, die zum Beweis des abschliel}enden Theorems 3.6 benétigt wer-
den. Fiir die Beweise dieser beiden Sétze siehe [4].

Satz 3.4. Gegeben ein quantorenfreier, polynomieller Ausdruck in zwei reellen Variablen x und y, der Polynome

p1(x,¥), ...,pa(x,y) beinhaltet, ist die Menge der isolierten Punkte der durch die Formel definierten Teilmenge von R>
eine Teilmenge von

m m m
(U D(qi)) vl U U pagp)
i=1 i=1j=i+1
wobei q; die irreduziblen Faktoren von p; sind.

Satz 3.5. Wenn d; der totale Grad des Polynoms p; ist, dann ist die Gesamtanzahl der isolierten Punkte hochstens

(52)

Unter der Anmerkung, dass — bei dichter Reprédsentation von Polynomen — das Aufschreiben eines Polynoms in zwei
Variablen vom totalen Grad n mindestens n Symbole erfordert, konnen wir die Sétze 3.4 und 3.5 kombinieren um
folgendes Theorem abzuleiten:

Theorem 3.6. Es existieren Formeln mit Lidnge linear in k, 6k Quantoren und zwei freien Variablen, so dass zum
Aufschreiben ihrer reellen, quantorenfreien Darstellung mindestens 22 Symbole nétig sind.

Da jedes Symbol geschrieben werden muss, folgt sofort:

Korollar 3.7. Die Elimination von n Quantoren iiber R ist im Worst Case mindestens doppelt exponentiell in n.
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4 Praktische Verfahren zur Quantorenelimination [7]

Das erste Verfahren zur reellen Quantorenelimination wurde von Tarski 1948 veroffentlicht [9], war aber sehr
ineffizient. Praziser gesagt war der Algorithmus nicht mal primitiv-rekursiv; seine Laufzeit ist durch keinen Turm
von Exponenten beschrénkt.

Im Folgenden benennen wir abschliefend beispielhaft drei praktische Verfahren zur Quantorenelimination auf
Basis des Surveys von Dolzmann et al. [7]:

* Partial Cylindrical Algebraic Decomposition (partial CAD): Basierend auf der 1975 von Collins veroffent-

lichten CAD-Methode [2] ver6ffentlichten Collins et. al [3] 1991 nach diversen Verbesserungen partial CAD,
das im Paket QEPCAD implementiert wurde. CAD (und partial CAD) haben doppelt-exponentielle Laufzeit in
der Anzahl der Variablen und sind die effizientesten Algorithmen, die beliebige Quantoreneliminationspro-
bleme 16sen (vgl. [1]). QEPCAD’ wird aktiv weiterentwickelt [1].

Virtual Substitution: Eine von Weispfenning 1988 [10] initiierte Methode, die Formeln fokussiert, bei de-
nen quantifizierte Variablen nur mit geringem Grad auftreten. Thre Worst-Case-Komplexitét ist nur doppelt-
exponentiell in der Anzahl der Quantorenblécke der Eingabeformel, wodurch dieser Ansatz interessant fiir
Probleme mit vielen Parametern ist. Virtual Substitution ist im REDLOG-Paket® implementiert [6].

Comprehensive Grobner Bases and Multivariate Real Root Counting: Ein ebenfalls von Weispfenning
1993 [11] vorgeschlagenes Verfahren, das auf dem Zahlen reeller Nullstellen nulldimensionaler Ideale und
der Berechnung von umfassenden Grobnerbasen basiert. Es ist vollstdndig, aber insbesondere fiir Probleme
mit sehr vielen Gleichungen geeignet. Der Algorithmus wurde im Paket QERRC implementiert [5].
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