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Aufgabe 1 Uber die Nullstellenmenge der Kosinusfunktion

Zeigen Sie, dass die Nullstellenmenge der reellen Kosinusfunktion N := {x € R : cos(x) = 0}
abgeschlossen ist. Zeigen Sie weiter, dass die Menge NN]0, co[ ein kleinstes Element besitzt.

Aufgabe 2 Eigenschaften der Kosinusfunktion

Wir betrachten die Kosinusfunktion cos : C — C. Seien z,w € C beliebige Zahlen. Zeigen Sie
folgende Eigenschaften:

(a) Es gilt cos(z +w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w).
(b) Es gilt cos(z — w) = cos(z) cos(w) + sin(z) sin(w).

(c) Der Betrag der Kosinusfunktion ist auf C unbeschréankt: Es gibt also fiir alle natiirlichen
Zahlen n € N eine komplexe Zahl z € C mit |cos(z)| > n.

Aufgabe 3 Punktweise vs. gleichmaBige Konvergenz

Wir betrachten fiir jedes n € N folgende reellwertige Funktion f, : R — R, definiert durch

0: x<n
fn(X)::{].:

X = n.

(a) Skizzieren Sie fiir einige natiirliche Zahlen die Funktion f,,.

(b) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f,,),ey punktweise konvergiert und bestimmen Sie
die Grenzfunktion f.

(c) Zeigen oder widerlegen Sie, dass die Folge (f,),<y auch gleichméRig gegen f konvergiert.




Aufgabe 4 Exponentialfunktion und gleichméaBige Konvergenz

Aus der Vorlesung kennen wir die Exponentialfunktion

o0 Zn
exp:C—C, exp(z):= Z -
n=0 """

Wir betrachten diese Funktion auf der abgeschlossenen Kreisscheibe D := {z € C : |z| < 1}.

Weiter sei
n Zk
pn(Z) = ; E

Dies ist also ein Polynom n-ten Grades, welches mit der Exponentialreihe in den ersten (n+ 1)
Gliedern iibereinstimmt. Wir geben jedem Polynom p,, ebenfalls D als Definitionsbereich.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (p,),cn auf D gleichméRig gegen die Exponential-
funktion konvergiert.

(b*) Erinnern Sie sich, ggf. aus der Schule, an den Graphen der reellen Exponentialfunktion
und an typische Graphen reeller Polynomfunktionen. Betrachten Sie den Bereich ] — o0, 0].
Warum kann die Funktionenfolge (p,),cy nicht auf ganz C gleichméRig gegen die Expo-
nentialfunktion konvergieren? Diskutieren Sie eine Beweisstrategie fiir diese Behauptung.




