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Prasenzaufgaben

Aufgabe 1 Der Raum der Treppenfunktionen

Sei I [a,b] der Raum aller Treppenfunktionen auf dem Intervall [a,b]. Zeigen Sie: Das Integral
f— fabf(x) dx ist eine lineare Abbilung auf 7 [a, b], d.h. fiir alle f,g € I [a,b] und A, u € R gilt
b

f(x)dx-l—,u-J glx)dx.

a

b

b
f (A fx)+u-glx)) dx:A-J

a

Aufgabe 2

Sei Z[a,b] der reellen Vektorraum aller Regelfunktionen auf dem Intervall [a, b]. Wir statten % [a, b]
mit der Supremumsnorm ||-||,, aus.

a) Zeigen Sie: Fiir alle Regelfunktionen f : [a,b] — R gilt

b
J f(x)dx

Hinweis: Sie konnen entweder die Monotonie des Integrals nutzen oder die Ungleichung zuerst fiir
Treppenfunktionen zeigen.

b
sf [f )| dx <(b-a)-|f], -

b
b) Folgern Sie: Die Integral-Abbildung #[a,b] — R, f — f i (x) dx ist Lipschitz-stetig.

Aufgabe 3 Das Integral von Polynomfunktionen

Wir wollen in dieser Aufgabe elementar das Integral f(;l x3 dx berechnen. Hierzu bezeichne
f :[0,b] — R die Funktion f(x) := x>.

a) Sei0 < n € N fix. Fiir k € N bezeichne I; das Intervall I, := [k-%, (k+1)-¢[. Mit diesen Intervallen
definieren wir eine Treppenfunktion f, auf [0,a] durch

n—1
Fula) =D f (k- 2) gy ().
k=0

Skizzieren Sie die Funktion f,,.
Zeigen Sie: Die Folge der Treppenfunktionen f, konvergiert gleichmal3ig gegen f.

n?-(n+1)>2

b) Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion: Fiir alle n € N gilt ZZ=1 k3 = y

¢) Berechnen Sie f : x3 dx iiber die Definition des Regelintegrals.




Hausaufgaben

Aufgabe 1 Konvexe Funktionen und wichtige Ungleichungen

Zeigen Sie:

a)

b)

c)

d)

Sei f : R — R eine konvexe Funktion. Dann gilt fiir alle x;,...,x, €ERund 0 < A,,...,A, <1 mit
ZZ=1 Ar =1 die sog. Jensensche Ungleichung

£ (D 2) < S ms 0.
k=1 k=1

Bemerkung:

1. Die Jensensche Ungleichung lasst sich vollig analog fiir konvexe Funktionen (analoge Defini-
tion) auf einem Vektorraum zeigen.

2. Die Jensensche Ungleichung lasst sich als Aussage iiber Schwerpunkte interpretieren: Fiir
Vektoren vy, ..., v, eines Vektorraums V ist ndmlich Y, A; v, der Schwerpunkt der Punkte v;
mit jeweiligem Gewicht A,.

Fiir alle x4,...,x, €]0,00[ und 0 < A4,...,A, < 1 mit 212:1 A =1 gilt

n

l_[xlfk < ankkxk . (D
k=1

k=1

Bemerkung: Die linke Seite der Ungleichung heil3t gewichtetes geometrisches Mittel von x4, ..., X,,
die rechte Seite heil’t gewichtetes arithmetisches Mittel. Fiir A, = 1/n ergibt sich jeweils das geome-
trische bzw. arithmetische Mittel.

Seien p,q > 1 mit i + Cll = 1. Dann gilt fiir alle v,w € C" die sog. Holdersche Ungleichung

[Co,whl < lwll, - lwllg -

Welche Ungleichung ergibt sich fiir p = q = 2?
Zur Erinnerung: ||(v, ..., v )ll, = (lvgP +--- + |v,[P)YP und analog fiir q.
Hinweis: Betrachten Sie x; := |v|P / ||U||§ und x, := w1/ ||W||Z unter Ungleichung (1).

Sei p > 1. Dann gilt fiir alle v,w € C" die sog. Minkowskische Ungleichung
lv+wll, < llvll, +lwll, .

Bemerkung: Sie kénnen hier nicht damit argumentieren, dass ||-||, eine Norm auf C" ist, denn die
Minkowskische Ungleichung wird gerade dazu genutzt, nachzuweisen, dass ||-||, die Dreiecksun-
gleichung erfiillt (Zirkelschluss). Die Homogenitét und Definitheit von [|-[|, kénnen Sie hingegen
verwenden (Beweis leicht).

Hinweis: Zeigen Sie zuerst: Fiir alle v,w € C" mit ||v]|,, [[w||, <1und 0 < A <1 gilt

Av+(1 - 2wll, <1,

und folgern Sie hieraus die Minkowskische Ungleichung. Alternativ ldsst sich die Minkovskische
Ungleichung mit Hilfe der Holderschen Ungleichung zeigen.




Aufgabe 2 Polynom-Approximation geht besser als Taylor

Wir betrachten die Exponentialfunktion f (x) := e* auf dem Intervall [—1, 1] und wollen diese Funktion
moglichst gut durch Polynome vom Grad kleiner gleich 3 Grad approximieren.

a) Bestimmen Sie fiir f das Taylorpolynom T3 vom Grad 3 um den Punkt x, = 0. Zeichnen Sie mit
Hilfe eines Rechner die Restgliedfunktion R(x) := f(x) — T5(x) auf dem Intervall [—1, 1]. Welche
Abschétzung fiir den Fehler R(x) liefert die Restgliedformel von Lagrange?

b) Betrachten Sie das Polynom
p3(x) :=0,994571 +0,997397 - x +0,54299 - x? +0,177348 - x° .

Zeichnen Sie auch hier mit Hilfe eines Rechners das Restglied R(x) := f(x) — p3(x) auf dem
Intervall [—1, 1]. Vergleichen Sie mit dem Restglied R(x) der Taylorapproximation.

Aufgabe 3 Aquivalenzrelationen auf Regelfunktionen

Sei Z[a, b] der reelle Vektorraum aller Regelfunktionen auf dem Intervall [a, b]. Wir definieren eine
Relation auf Z [a, b] wie folgt: Fiir f,g € Z[a, b] sei

f~g = f(x) = g(x) fiir alle bis auf endlich viele x € [a, b].

In diesem Fall sagen wir auch f und g stimmen fast iiberall iiberein. Zeigen Sie:
a) ~ isteine Aquivalenzrelation.
b) Die Aquivalenzklasse [0] der konstanten Nullfunktion ist ein linearer Teilraum.

c) Ist f € %[a, b] stetig, so enthilt die Aquivalenzklasse [f] nur eine stetige Funktion, ndmlich f
selbst.

d) Ist f ~ g, so gilt fabf(x) dx = fab g(x)dx.

e*) Ist die Aquivalenzklasse [0] eine abgeschlossene Teilmenge von %[a, b] bzgl. der Supremums-
norm?




