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Anwesenheitsiibungen

Aufgabe 1 Links- und rechtsseitige Ableitung

Zeigen Sie: Seia < b und f : [a,b] = R. Fiir a < x < b bzw. a < x < b heillen die Grenzwerte

fle+h) = f(x) fle+h) = f(x)

f(x):= }111}1(1) N bzw. filx):= }lll\né n

die links- bzw. rechtsseitige Ableitung an der Stelle x. Zeigen Sie: Fiir a < x < b sind dquivalent:
a) Die links- und rechtsseitige Ableitungen f’(x) und f(x) an der Stelle x existieren und stimmen iiberein.

b) f istin x differenzierbar.

Aufgabe 2 Umkehrfunktionen von Sinus und Kosinus

a) Zeigen Sie:
1. Der Sinusfunktion ist auf dem Intervall [—7/2, 7t/2] streng monoton steigend.
2. Der Kosinusfunktion ist auf dem Intervall [0, 7t] streng monoton fallend.
Insbesondere sind Sinus und Kosinus auf den entsprechenden Intervallen invertierbar.

b) Die entstehenden Umkehrfunktionen heifSen Arkussinus bzw. Arkuskosinus:

arcsin:[-1,1] — [—g,%] , arccos :[—1,1] — [0, 7] .

Bestimmen Sie deren Ableitungen.

Aufgabe 3 Lipschitzstetigkeit

Sei D C R™. Eine Funktion f : D — R™ heifRt Lipschitz-stetig', falls es eine Konstante L > 0 gibt mit

IFe = <L-[x—y]
fiir alle x, y € D. Die Konstante L heif3t dann auch Lipschitz-Konstante von f .
a) Finden Sie 2 Lipschitz-stetige Funktionen und 2 nicht Lipschitz-stetige Funktionen.
b) Zeigen Sie: Jede Lipschitz-stetige Funktion ist gleichmé&Rig stetig.
c) Zeigen Sie: Ist D C R ein kompaktes Intervall und f stetig differenzierbar, so ist f Lipschitz-stetig.

d) Zeigen Sie: Jede lineare Abbildung f : R"™ — R™ ist Lipschitz-stetig.
Hinweis: U.U. konnte die Cauchy-Schwarz-Ungleichung sehr niitzlich sein.

1 benannt nach dem deutschen Mathematiker Rudolf Lipschitz (1832 - 1903)




Hausiibungen

Aufgabe 1 Ableitung auf endlichen Teilrdumen

a) Betrachten Sie den Vektorraum % der Polynomfunktionen p : R — R vom Grad kleiner gleich 5. Betrachten
Sie den Ableitungsoperator auf diesem Raum D : & — &, p — p’.

1. (ohne Punkte) Machen Sie sich klar, die Ableitung eines Polynoms p € % liefert wieder ein Polynom
in &. D.h. die Einschrédnkung D : &5 — &; ist wohldefiniert.

2. Geben Sie eine Basis des Vektorraums % an und bestimmen Sie die Matrix von D bzgl. dieser Basis. Ist
die Matrix invertierbar?

b) Betrachten Sie nun den Vektorraum & aller Funktionen f : R — R der Form f(x) = p(x) - exp(x) mit einer
Polynomfunktion p € .

1. Zeigen Sie, dass fiir jede Funktion f € & die Ableitung f’ wieder in & liegt. D.h. die Einschrdnkung
des Ableitungsoperators D : & — &, f — f’ ist wohldefiniert.

2. Geben Sie eine Basis von &5 an und bestimmen Sie die Matrix von D bzgl. dieser Basis. Ist die Matrix
invertierbar?

Aufgabe 2 Aquivalenz von Normen

Ist E ein Vektorraum iiber K, K = R oder K = C, und sind ||-||; und ||-||, zwei Normen auf E, so heiflen diese
Normen dquivalent, wenn es Konstanten m, M > 0 gibt mit

m-{lxlly < llxlly < M- [lx]ly - 1)

Machen Sie sich klar, dass dadurch eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen auf E gegeben ist. In dieser
Aufgabe wollen wir zeigen, dass alle Normen auf R" dquivalent sind.

a) Seien auf E die Normen ||-||; und ||-||, 4quivalent. Zeigen Sie: Eine Folge (x, ), ist genau dann in (E,||-||;)
konvergent, wenn sie auch in (E, ||-||;) konvergent ist. Folgern Sie, dass die Identitats-Abbildung (E, ||-||;) —

(E, [I]l), x — x stetig ist.

b) Zeigen Sie: Auf R" sind die 1-Normen und die euklidische Norm

2

llx]l; == ‘Xl)—i—"'-l- x|, lIx]ly := \/{x1}2+...+ X,

dquivalent. Hinweis: Es geniigt, die Ungleichungen in (1) fiir Einheitsvektoren bzgl. einer der Normen zu
zeigen. Schreiben Sie ||x||; als Skalarprodukt.

c) Zeigen Sie, dass auf R" alle Normen &quivalent sind. Gehen Sie dabei wie folgt vor: Es bezeichne ||x||; wie
zuvor die 1-Norm auf R". Sei ||-|| eine beliebige Norm auf R". Zeigen Sie:

1. Es gibt eine Zahl M > 0, sodass fiir alle x € R" gilt: ||x|| < M - ||x||;. Hinweis: Stellen Sie x in der
kanonischen Basis dar.

2. Die Funktion (R",||-||;) — R, x — ||x|| ist stetig, und die Menge S := {x € R" : ||x||; = 1} ist
kompakt bzgl. ||-||;.

3. Es gibt eine Zahl m > 0, sodass fiir alle x € R" gilt: m - ||x||; < ||x]|.




Miindliche Hausiibung

Aufgabe 3 Stetig, aber nirgends differenzierbar

Sei s diejenige Funktion, die jeder reellen Zahl x deren Abstand zur nichstgelegenen durch 4 teilbaren ganzen Zahl
zuweist, also z.B.

s(5.8)=1.8, s(—=8)=0, s(24)=1.6.
Fir k € N setzen wir
s(4%x)
sp(x) == 2k

a) Skizziere Sie die Funktion s = s, 5;,5,,53. Auf welchen Intervallen ist s; jeweils affin linear?

b) Zeigen Sie, dass die Funktionenreihe Ziio s gleichméRig gegen eine stetige Funktion f : R —» R, f(x) :=
ZIZO sg(x) konvergiert.

c) Zeigen Sie, dass f an keiner Stelle x € R differenzierbar ist.
Hinweis: Fixieren Sie x € R. Finden Sie fiir jedes n € N eine Zahl h,, € R mit:

1. Fir k > nist si(x + h,) = sc(x).
2. Firk <nists(x+h,)=s(x)£h,.

Argumentieren Sie hierbei ggf. anhand Ihrer Skizze und nicht zu formal. Betrachten Sie nun die Differenzen-
quotienten der so entstehenden Folge (h,,),,.

Freiwillige Zusatzaufgabe

Aufgabe 4 Nicht Aquivalenz von Normen

Wir betrachten den Funktionenraum

©'[0,1] := {f:[0,1] — R stetig, f :]0,1[— R ist differenzierbar und die
Ableitung f’ kann stetig auf das Intervall [0, 1] fortgesetzt werden.}
Dieser Raum ist ein Vektorraum iiber R, das miissen Sie nicht zeigen. (Warum wiére das nicht schwer?) Auf diesem

Raum betrachten wir nun zwei Normen, zum einen die bekannte Supremumsnorm |[|-||,, und zum anderen die
Norm

1= 1r @1+l
(a) Zeigen Sie, dass II-II* positiv definit ist, also aus H f Hl = 0 bereits f = 0 folgt.

Mit bloBem Auge sollten Sie sehen kdnnen, dass I|I-II' alle weiteren Eigenschaften einer Norm erfiillt. Falls Thnen
das nicht klar ist, sollten Sie das nachrechnen.

Aus einem Satz der Vorlesung folgt, dass (¢1[0, 1], ||-||') ein Banachraum ist. Wir wollen nun untersuchen, ob die
beiden Normen auf diesem Raum &quivalent sind.

(b) Zeigen Sie, dass es eine Konstante M > 0 gibt, mit “f“OO <M- ”f Hl fiir alle f € €'[0,1].

(¢) Zeigen Sie, dass (6'[0,1],|||l,,) nicht vollstindig ist und folgern Sie, dass die Normen ||-||o, und ||||* auf
%¢1[0,1] nicht dquivalent sein kénnen.

(d) Folgern Sie, dass die Identititsfunktion & : (¢'[0,11,|-I") = (€'[0,11, |Ill), ®(f) := f zwar bijektiv und
stetig ist, die Umkehrabbildung aber nicht stetig ist.

(e) Die Einheitskugel in (61[0,1],||-|l;) ist abgeschlossen und beschrénkt. Ist sie kompakt?

Hinweis: Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung kann bei verschiedenen Teilaufgaben niitzlich sein.




