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Anwesenheitsiibungen

Aufgabe 1 Zum Warmwerden

Zeigen Sie: Fiir alle z,w € C gilt

sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w) .

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen f : R? — R stetig sind:

a) f(x,y)=x*+y? o fle,y)=x-y,
b) flx,y):=x+y, d) f(x,y)=x?sin(y).
Aufgabe 3

Betrachten Sie die Folge (f,), von Funktionen f, : [0,1] — R mit f,(x) := ¥/x.
a) Skizzieren Sie die Funktionen f, fiir verschiedene Werte von n.

b) Ist die Folge punktweise konvergent, ist sie gleichmaf3ig konvergent? Geben Sie ggf. die Grenz-
funktion an.

Hausiibungen

Notation uneigentlicher und einseitiger Grenzwerte

Sei f : D — R eine Funktion mit geeignetem Definitionsbereich D C R. Wir schreiben lim, o f (x) = g,
falls fiir jede Nullfolge (x,), in D mit x, > 0 gilt lim,_,, f(x,) = g. Wir schreiben lim,_,,, f(x) = g
(bzw. lim,._,_, f(x) = g), falls fiir jede bestimmt divergente Folge (x,), in D mit x, > 0 (bzw. x, < 0)
giltlim,, . f(x,) = &.

Bemerkung: Machen Sie sich klar, dass in jedem dieser Félle 0.B.d.A. angenommen werden kann, dass
die Folge (x,),, monoton wachsend bzw. fallend ist.




Aufgabe 1 Was ist 0° (fiir kleine 0)?

Wie wiirden Sie 0° definieren?
Betrachten Sie die Funktion
f :10,00[ xR — R, f(x,y):=x"=exp(y-Inx).

Aus der Vorlesung wissen Sie, dass fiir jedes feste ¢ € R die Funktion ]0,00[— R, x — f(c,x) = x€ stetig
ist. AuBerdem wissen Sie, dass fiir jedes feste a > 0 die Funktion R — R, y — a” stetig ist.

a) Bestimmen Sie fiir a > 0 bzw. ¢ > 0 jeweils den Grenzwert

lima”, lim x© .
y—0 x\0

b) Zeigen Sie: f ist auf dem Definitionsbereich D :=]0, 00 XR stetig.

¢) Lésst sich die Funktion f stetig nach (0,0) fortsetzen, d.h., gibt es eine stetige Funktion
f :DU{(0,0)} - R mit f(x,y)=f(x,y) fiir alle (x, y) € D?

d) Sei ¢ > 0. Zeigen Sie: Fiir jedes ¢ > 0 liegt in der e-Umgebung von (0,0) ein Punkt
(x,y) €]0,00[ xR mit f(x,y) =c.

Finden Sie eine Folge von Punkten (x,, y,) €]0, co[ xR mit

lim (Xn’ yn) = (O: O) > und lim (Xn)y” =cC.

Wie wiirden Sie 0° definieren?

Aufgabe 2 Rechenregeln fiir Potenzen und Logarithmen

a) Zeigen Sie: Fiir a > 0,a # 1 ist die Funktion R —]0,00[, t — a' = exp(t - Ina) bijektiv.
Wir bezeichnen mit log, :]0,00[— R die zugehorige Umkehrfunktion und nennen log, den Loga-
rithmus zur Basis a.

b) Zeigen Sie, dass fiir alle a, b, x,y > 0 und s, t € R gilt:

att=a-at, log,(x-y)=log,x +log,y,
at=(a*)", log,(x") =t -log, x,
(a-b)'=a"-b".

c) Folgern Sie die aus der Schule bekannte Rechenregel log, x = log, x/log, b.

d*) Dem Potenzgesetz auf der linken Seite entspricht jeweils dem Logarithmengesetz auf rechten Seite.
Formulieren Sie fiir das unterste Potenzgesetz auch eine entsprechendes Logarithmengesetz.

Aufgabe 3 Wachstum von Potenzen und Logarithmus

Zeigen Sie: Fiir jedes n € N gilt

xn

lim — =0, lim x"e*=0,
x—o00 ¥ X——00
o Inx .
lim =0, limx"lnx=0.
x—oo xN *\0




