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Abgeschlossene Mengen

Wir wollen auf diesem ersten Ubungsblatt der Veranstaltung den Begriff des Abschlusses
nochmal aufgreifen. Dazu schauen wir uns Eigenschaften des Abschlusses auf metrischen
Raumen an und werden sehen, dass wir iiber die Bildung des Abschlusses stetige Funktionen
charakterisieren konnen (Aufgaben 5 und 6).

Aufgabe 1 ist eine Wiederholung aus dem letzten Semester. Die Aufgaben 2 und 3 sind
schriftliche Haustibungen, die fiir den Bonus relevant sind und in der Woche vom 18. April
bis 22. April in Threr Ubungsgruppe zur Korrektur abgegeben werden kénnen. Die restlichen
Aufgaben sind Hausiibungen, die nicht fiir den Bonus zur Klausur relevant sind und nicht
zur Abgabe und Korrektur durch Ihren Tutor vorgesehen sind. Diese haben vertiefenden
Charakter und werden in den Ubungen in der Woche vom 18. April bis 22 April besprochen.
Die Beschéftigung mit diesen Aufgaben lohnt sich, selbst wenn Sie diese nicht vollstandig gelost
bekommen sollten.

Sie werden bemerken, dass die Aufgabe 3 zum Teil aus den Aufgaben 4 bis 6 folgt. Sie konnen
daher Aufgabe 3 erst am Ende bearbeiten, um die Techniken des allgemeineren Rahmens zu
Verfligung zu haben. Es geht natiirlich auch direkt...

Wir erinnern an die Notation der Potenzmenge: Es ist & (X) die Menge aller Teilmengen
von X.

Weiter erinnern wir an die Definition des Abschlusses in einem metrischen Raum (X,d):
Aus der Vorlesung oder der 15. Ubung kennen Sie fiir eine Teilmenge A eines metrischen Raum-
es (X,d) die abgeschlossene Hiille A. Dies ist A vereinigt mit der Menge aller Hiufungspunkte
x € X von Folgen in A.




Aufgabe 1 Der AbschluB in metrischen Raumen |

Zeigen Sie, falls Sie das nicht bereits in Analysis I in der 15. Ubung getan haben, dass fiir jede
Menge A C X die Menge A abgeschlossen ist.

Aufgabe 2 Der AbschluB in metrischen Raumen I

(a) Zeigen Sie, dass A die kleinste abgeschlossene Menge ist, die A enthélt: Ist A € B und B
abgeschlossen, so gilt A C B.

(b) Es gilt
A= ﬂ{B € #(X), B abgeschlossen und A C B}.

Also ist A der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten.

Aufgabe 3 Eigenschaften der abgeschlossenen Hiille

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie folgende Aussagen:
(a) Fiir alle A,B € #(X) mit A C B folgt AC B.
(b) Fiir alle A,B € #(X) gilt ANB CANB.

(c) Zeigen Sie, dass im Allgemeinen in (b) keine Gleichheit gilt.

Axiome einer AbschluBBfunktion

Sei X eine Menge mit Potenzmenge % (X). Es sei weiter eine Abbildung #(X)3A—AC #(X)
gegeben, welche folgende Eigenschaften habe:

(A1) Es gilt 0 = 0.
(A2) Fiir jedes A€ #(X) gilt ACA.

(A3) Fiir jedes A€ 2 (X) giltj =A.
(A4) Fiir jedes A,B € #(X) gilt AUB =AUB.

Dann nennen wir ~- : #(X) — Z(X) eine Abschlufsfunktion und das Paar (X, ) einen topo-
logischen Raum' im Sinne von Kuratowski. Die Mengen A C X mit A = A heilen abgeschlossene
Mengen.

Aufgabe 4 Eigenschaften von AbschluB3funktionen

Sei (X, ) ein topologischer Raum im Sinne von Kuratowski. Zeigen Sie folgende Aussagen:
(a) Fiir alle A,B € #(X) mit A C B folgt AC B.

(b) Fiir alle A,B € #(X) gilt ANB CANB.

! Dies ist die Charakterisierung topologischer Rdume nach K. Kuratowski. Die Standarddefinition eines topologi-

schen Raums ist zu dieser dquivalent.




Aufgabe 5 Eigenschaften abgeschlossener Mengen

Es sei (X, ) ein topologischer Raum im Sinne von Kuratowski. Zeigen Sie folgende Eigenschaf-
ten:

(a) Die Mengen X und 0 sind abgeschlossen.

(b) Ist I eine Indexmenge und ist fiir jedes i € I eine abgeschlossene Menge A; C X gegeben,

so ist auch A :=("),; A; eine abgeschlossene Menge.

(c) Sind A4, ...,A, abgeschlossen, so ist auch UZ=1AI< eine abgeschlossene Menge.

In einem topologischen Raum im Sinne von Kuratowski ist also jeder beliebige Schnitt abge-
schlossener Mengen, jede endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen, der ganze Raum und
die leere Menge stets eine abgeschlossene Menge. Abgeschlossenen Mengen haben also die
gewohnten Eigenschaften beziiglich Vereinigung und Durchschnittsbildung.

(d) Zeigen Sie, dass fiir eine Funktion f : (X, ) — (Y, - ) zwischen zwei topologischen
Raumen folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge unter f ist wieder abgeschlossen.

(ii) Fiir jede Menge A C X gilt f(A) C f(A).

Wir nennen eine Funktion f : (X, ) — (Y, - ) stetig, wenn sie diese dquivalenten Bedingun-
gen erfiillt.

Definieren wir eine Teilmenge von X als offen, wenn sie das Komplement einer in X abgeschlos-
senen Menge ist, so ist die Stetigkeit einer Funktion f iibrigens dquivalent dazu, dass das Urbild
jeder offenen Mengen wieder offen ist.

Aufgabe 6 Metrische Raume sind topologische Raume

Seien (X,d), (X;,d;) und (X,,d,) metrische Rdume und sei - der Abschluf3 im {iblichen Sinne
der Vorlesung (vgl. Einleitung, vorletzter Abschnitt).

(a) Zeigen Sie, dass (X, - ) ein topologischer Raum im Sinne von Kuratowski ist.

(b) Eine Funktion f : (X;,d;) — (X5, d,) ist genau dann stetig, wenn sie stetig im Sinne obiger
Definition ist.

Aufgabe 7 Es gibt mehr topologische Raume als metrische Raume

Finden Sie auf der Menge X = {1, 2} eine Abschluf3funktion, so dass es keine Metrik auf X gibt,
welche Thre Abschluf3funktion realisiert.




