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Kapitel 1

Einfiihrung

Schwerpunkt der Vorlesung ist die Lésung von gemischt-ganzzahligen Program-
men.

Definition 1.1 Gemischt-Ganzzahliges Lineares Programm (engl. Mized Integer
Programm (MIP)):
Gegeben ceR" AeR™" bheR™,pe{0,1,...,n}.

Dann heifst

max CTSU

Ax <b
r € 7P x R*P

gemischt-ganzzahliges lineares Programm (Optimierungsproblem).

Spezialfille

p = 0 : Lineares Programm (vgl. Einfithrung in die Optimierung)

p =n : (rein) ganzzahliges (lineares) Programm

p=mnund z € {0,1}" : binéres (lineares) Programm oder 0/1 Programm.

In engem Zusammenhang zu MIPs stehen lineare kombinatorische Optimierungs-
probleme, die uns auch in dieser Vorlesung interessieren werden.

Definition 1.2 (lineares) kombinatorisches Optimierungsproblem.
Gegeben st eine endliche Grundmenge E, eine Teilmenge I der Potenzmenge
2F won E (die Elemente in T heiffen zuldssige Mengen oder Lésungen) und eine

Funktion ¢ : E — R. Fir jede Menge F C E definieren wir ¢(F) = ) c..

ecF
Das Problem

max c(l) bzw. min c(l)

heifst (Lineares) kombinatorisches Optimierungsproblem.

Bemerkung 1.3 Kombinatorische Optimierungsprobleme kénnen als lineare
Programme modelliert werden.
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Beweis. Gegeben ein kombinatorisches Optimierungsproblem (E,Z, ¢).
Definiere den Inzidenzvektor X" € R¥ einer Menge ' C E durch

X! =

&

1 ,fallse e F,
0 , sonst,

und setze X := {X' | I € Z}. Dann gilt

_ T
r?eagic(f)—max{c v|lzeX}.

Da c linear ist, gilt
max {c'z |2 € X} =max {c'z |z € conv (X)}

Da X endlich ist, wie wir in Kapitel 1.2.1 sehen werden, conv (X) ein Polyeder
P, d. h. es existiert eine Matrix A € R™*™ | b € R™ mit conv (X) = P(A,b).
In anderen Worten

_ T
I?GaIxc(I) =max {c'z |z € P(A,b)},

also ein lineares Programm. N

Wir werden in Kapitel 2 sehen, dass auch MIPs als lineare Programme aufgefasst
werden konnen.

Lineare Programme konnen effizient gelost werden, vgl. die Vorlesung ,,Ein-
fithrung in die Optimierung®. Also, wo liegt das Problem?

1.1 Beispiele und Formulierungen

In der Vorlesung , Einfiihrung in die Optimierung® haben wir bereits viele Pro-
blembeispiele der ganzzahligen und kombinatorischen Optimierung kennenge-
lernt. Wir wiederholen hier nochmals kurz die wichtigsten und geben ein/zwei
Beispiele aus realen Anwendungen.

Beispiel 1.4 Das Zuordnungsproblem

In ewner Firma gibt es n Mitarbeiter, die n Jobs ausfiihren konnen. Jede Person
kann genau einen Job durchfiihren. Die Kosten, die der Firma entstehen, wenn
Mitarbeiter © Job j ausfiihrt, betragen c;;. Wie soll die Firma ihre Mitarbeiter
kostengiinstig einsetzen:

Variablen:
- { 1, falls Mitarbeiter v Job j bearbeitet,
i

0, sonst.
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Bindres Programm:

min Z Cij T4
1,J

Yoy =1, firalei=1,...,n
j=1

Yoxij=1, firalej=1,...,n
i=1
z;; €{0,1}, firallei,j=1,...,n.

Beispiel 1.5 Das Rucksack-Problem (engl. knapsack)

FEine Firma mdchte ein Budget von b Geldeinheiten in n Projekte investieren.
Jedes dieser Projekte j kostet a; Geldeinheiten und hat einen erwarteten Gewinn
von c; Geldeinheiten. In welche Projekte soll die Firma investieren?

Variablen:

S 1, falls Projekt j gewdhlt wird,
71 0, sonst.

0/1 Programm:

n
max Z:l le'j
J:

n
Z CLj.CUj S b
=1

‘7_
z; €{0,1}, firj=1,...,n.

Beispiel 1.6 Set-Packing | Partitioning | Covering Probleme

Gegeben eine endliche Grundmenge E = {1,...,m} und eine Liste F; C E,j =
1,...,n von Teilmengen von E. Mit jeder Teilmenge F; sind Kosten / Ertrdge
¢; assoziiert. Das Problem eine bzgl. ¢ minimale / maximale Auswahl von Teil-
mengen I zu finden, so dass jedes Element e € I in héchstens, genau, minde-
stens einer Teilmenge vorkommt, heifft Set-Packing, -partitioning bzw. -covering
Problem.

Formulierung als 0/1 Programm:

Variablen:
- 1, falls F; gewdhlt wird,
771 0, sonst.

Definiere zusdtzlich eine 0/1 Matriz A € {0,1}™*", wobei a;; = 1 genau dann,
wenn Teilmenge F; Element 1 € E enthdilt.
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0/1 Programm:

minc' x

Ax

(AVAR 1B VAN
=

z e {0,1}".
Beispiel 1.7 Optimale Steuerung von Gasnetzwerken

Beispiel 1.8 Frequenzplanung in der Telekommunikation

1.2 Grundlagen der Polyedertheorie

In der Vorlesung ,, Einfiihrung in die Optimierung“ haben wir schon einige grund-
legende Begriffe und Séitze zu Polyedern kennengelernt. In diesem Kapitel wollen
wir unseren Erfahrungsschatz ein wenig erweitern und weiteref interessante Kon-
zepte kennenlernen, die wir in den folgenden Kapiteln 6fters brauchen werden.

1.2.1 Projektion von Polyedern

Projektionen von Polyedern werden uns kiinftig haufiger begegnen. Sie sind ein
wichtiges Hilfsmittel, um gewisse Aussagen iiber Polyeder abzuleiten oder bewei-
sen zu konnen. Wir wollen in diesem Abschnitt ein Verfahren angeben, wie man
die Projektion eines Polyeders auf eine andere Menge berechnen kann und daraus
dann weitere Konsequenzen ableiten.

Definition 1.9 FEs seien S, H C K" und ¢ € K"\ {0}. Die Menge
{x € H|3xeK mitz+ e S}
heifst Projektion von S auf H entlang c. Gilt
H={zeK"|cz=17}
fiir ein v € K, so heifit die Projektion orthogonal.

Wir interessieren uns fiir den Fall, dass S ein Polyeder ist, d.h. wir miissen
uns iiberlegen, wie die Projektion von Halbrdumen aussieht. Dazu machen wir
zunéchst eine einfache Beobachtung.

Bemerkung 1.10 Sei H C K", c € K"\ {0} und S ={z € K" | a"2z < o} ein
Halbraum sowie P die Projektion von S auf H entlang c. Dann gilt:

(a) Ist a orthogonal zu ¢, dann gilt P=HNS.
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Abbildung 1.1: Projektion der Menge S auf H (Definition 1.9).

4

35

3+

251

Abbildung 1.2: Projektion der Menge S auf H (Bemerkung 1.10).

(b) Ist a nicht orthogonal zu c, dann gilt P = H.

Beweis. Per Definition ist P = {z € H | 3 € Kmit a”(z + A\¢) < o}
und somit gilt in (a) die Hinrichtung ,,C“ per Definition; fiir die Riickrichtung
wahle A = 0. In (b) gilt die Hinrichtung ,,C* ebenfalls per Definition, und fiir die
Riickrichtung wahle A = O‘;T“Zx N

Betrachten wir die Projektion des Durchschnitts zweier Halbraume
H = {zeK"|ajz < au},
Hy = {z €K" | ajz < ao}.

Steht a; senkrecht zu ¢ oder as senkrecht zu ¢, so erhalten wir die Projektion aus
der Beobachtung 1.10. Es bleiben die beiden folgenden Fille zu unterscheiden:

Einfihrung



(1) Beide Winkel £ (a;, ¢) sind kleiner als 90° oder beide Winkel liegen zwischen
90° und 180°. In diesem Fall ist die Projektion des Durchschnitts der beiden

4~

3.5

2.5

Abbildung 1.3: Winkel im Fall (1)

Halbraume wieder H.

(2) Ein Winkel ist kleiner als 90° und einer liegt zwischen 90° und 180°. In
diesem Fall ist die Projektion von H; N Hy auf H eine echte Teilmenge von
H.

Wir wollen diese Teilmenge zunéchst geometrisch bestimmen. Man betrach-
te dazu den Durchschnitt der zu H; und H, gehoérenden Hyperebenen

Hiy = {z€K"|ajz = oy und ajz = s},
dann ist
G' = {reK"|3yeH,und A € Kmit z = y+ Ac}

eine Hyperebene, deren Normalenvektor senkrecht auf ¢ steht. Sei G der zu
G’ gehorende Halbraum, der H; N Hy enthélt. Dann ist G N H die gesuchte
Projektion (vgl. Beobachtung 1.10 (a)).

Algebraisch lasst sich G wie folgt bestimmen: Aufgrund der Formel

Ty
Lzyy) = —— Y4
0s £(7,9) = T

lassen sich Aussagen tiber den Winkel £(z,y) zwischen den Vektoren x und
y beschreiben, wobei z,y # 0 gelte. Sei nun
90° < 4(c,a;) < 180° und
0° < L(c,as) < 90°.
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j\ H

Projektion

Abbildung 1.4: Geometrische Bestimmung der Projektion im Fall (2).

Dann ist ¢fa; < 0 und cfay, > 0. Wir bestimmen eine geeignete

nicht-negative Linearkombination d aus a; und ay (genaue Formel siehe
Satz 1.11), so dass d auf ¢ senkrecht steht, d.h. dc = 0 gilt. Dann ist

G = {zeK"|dz <5},

wobei 0 entsprechend aus a; und as erzeugt wird, der oben beschriebene
Halbraum.

Die genauen Formeln und deren Korrektheit werden dargestellt im
Satz 1.11 Seic € K"\ {0}, H C K" eine beliebige Menge und
Hi = {zeK"|alz < a;}

fiir o = 1,2. Wir bezeichnen mit Py die Projektion von Hy N Hy auf H entlang
c. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Gilt alc=0 fiiri=1,2, soist Pqu = H NHyNH.
(b) Gilt alc =0 und alc+#0, so ist Pg = H N H.
(c) Gilt alc >0 fiir i =1,2 oder a¥c <0 fir i =1,2, so ist Pg = H.
(d) Gilt aTc < 0 und alc >0, dann setzen wir
d = (alc)ay — (alc)ay,

0 = (aQTc)ozl — (a{c)ag,
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woraus dann die Darstellung

Py = HN{z e K" | d"z < 4}.

folgt.

Beachte in (d), dass d”x < § eine nicht-negative Linearkombination aus a’xz <
a; ist, und d auf ¢ senkrecht steht. Zum Beweis des Satzes 1.11 benotigen wir
folgendes Lemma.

Lemma 1.12 Sei ¥ € K", ¢ € K"\ {0} und H = {z € K" | a2z < o} mit
alc # 0. Dann gilt:

— Tz
(i) ae>0 = T+ieH Vi<
a” c
P
(i) d"c<0 = T4+reH VA>T
a- c

Beweis. Folgende Rechnung gilt sowohl fiir (i) als auch fir (ii):

a—a'z
a’(T+X) = a'7 + Xa'c < a7 + — ca'c = a.
alc

Mit dieser Hilfe folgt nun der

Beweis von Satz 1.11.

(a),(b) beweist man analog zu Bemerkung 1.10.

(¢c) Da Py C H per Definition gilt, bleibt H C Py zu zeigen. Sei also z € H
beliebig. Setze

Dann gilt mit Lemma 1.12: Z + Ac € H; N H, fiir alle A < \. Daraus folgt
nun mit Definition 1.9 die verlangte Aussage T € Py.

(d) Sei
Q = {zekK"|d"z <6}

und Qg die Projektion von @ auf H entlang c. Da d¥x < § eine konische
Kombination aus a] r < «; fiir ¢ = 1,2 ist, gilt also HiNHy € Q und damit
Py C Qp. Da weiterhin d” ¢ = 0 ist, gilt nach Bemerkung 1.10 entsprechend
Ry = QN H und damit Py C QN H. Es bleibt noch QN H C Py zu zeigen.
Dazu sei z € @ N H beliebig und
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Nach Voraussetzung ist

(aic)alz — (alc)alz = d'z < § = (alc)a; — (alc)ay
und damit
(aTe)(ag —a3®) < (ale)(a; —al?) = A > A\

Fiir ein beliebiges A € [A1, g gilt nun
al (T+ ) = alZ + dalc < alZ + Nalc = a.

7

Also ist T + A¢ € H; N Hy und damit z € Py.

Damit konnen wir unseren Projektionsalgorithmus angeben.

Algorithmus 1.13 Projektion eines Polyeders entlang c.
Input:

e c € K": die Projektionsrichtung.
e P(A,b): ein Polyeder.

Output: P(D,d), so dass fiir jede belicbige Menge H C K™ die Menge
H N P(D,d)
die Projektion von P(A,b) auf H entlang c ist.
(1) Partitioniere die Zeilenindexmenge M = {1,2, ... ,m} von A wie folgt:

N = {ie M| A.c <0},
Z = {ieM]|A.c= 0},
P = {ieM]|A.c> 0}

(2) Setze r = |ZU (N x P)| und sei p : {1,2,...,7} — Z U (N x P) eine
Brijektion.

(3) Firi=1,2,...,r fihre aus:

(a) Ist p(i) € Z, dann setze D;. = Apy., di = byy (vgl. Satz 1.11 (a)).
(b) Ist p(i) = (s,t) € N x P, dann setze

Di~ = (At C)As. - (As C)At.,
d’i = (At C)bs - (AS C)bt.

(vgl. Satz 1.11 (d)).

1 Einfiihrung 13



e
(4) Stop (P(D,d) ist das gesuchte Objekt).

Satz 1.14 Seien A, b,c, sowie D,d wie im Algorithmus 1.13 gegeben. H sei eine
beliebige Menge und Py die Projektion von P(A,b) auf H entlang c. Dann gilt:

(a) Fiir alle i € {1,2, ...,r} ewzistiert ein u; > 0 mit D;. =ul A, d; = ulb.
(b) Fir alleie€ {1,2,...,r} gilt D;.c=0.

(¢c) Py = HNP(D,d).

(d) Seix € H und

No= BT AT pU,
AZ'.C

I — {—oo, falls N = ()
max{\; |i € N}, falls N # 0.

- {oo, falls P = ()
min{\; |7 € P}, falls P # .

Dann qult:

(d1) z € P(D,d) = L<U undz+ Ace€ P(A,b)V\e|[LU].
(d2) &+ e € P(A,b) = \e[L,U] und 7 € P(D,d).

Beweis.
(a) und (b) folgen direkt aus der Konstruktion von D.

(¢) Zum Beweis dieses Punktes benutzen wir (d):
Sei & € Py. Daraus folgt x € H und die Existenz eines A € K mit = + Ac €
P(A,b). Mit (d2) folgt daraus € P(D,d).
Umgekehrt sei £ € HN P(D,d). Daraus folgt mit (d1) z + Ac € P(A,b) fiir
ein A € K, also ist T € Py.

(d1) Sei z € P(D,d). Wir zeigen zuerst L < U.
Ist P = () oder N = (), so ist dies offensichtlich richtig. Andernfalls sei
p(v) = (s,t) mit Ay, = L und \; = U. Dann folgt analog zum Beweis von
Satz 1.11 (d) die Behauptung U > L. Wir zeigen nun A;.(z + Ac¢) < b; fiir
alle A\ € [L,U],i€e PUNU Z.

Ist i € Z, so gilt mit p(j) =14: D;. = A;., dj =b;. Aus A;. ¢ = 0 folgt

1 Einfiihrung 14
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Ist © € P, dann ist U < +o00 und

Ist © € N, so folgt die Behauptung entsprechend.

(d2) Sei z+Ac € P(A,b). Angenommen, es gilt A ¢ [L, U], wobei 0.B.d.A. A < L
angenommen werden kann. Dann gilt fiir ¢ € N mit \; > \:

Ai(ZT+Xe) = AT+ Nic > AT + NMAc = b,

Dies ist ein Widerspruch. Es bleibt noch € P(D,d) zu zeigen.
Aus (a) und A(Z + Ac) < b folgt D(Z + Ac) < d.

Nach (b) ist Dc = 0 und somit D(Z+ Ac) = Dz < d, also ist £ € P(D,d).
0

Ein wichtiger Spezialfall von Algorithmus 1.13 ist der

Algorithmus 1.15 Fourier-Motzkin-Elimination (der j-ten Variable).

Input: Wie in Algorithmus 1.13, jedoch mit folgenden Anderungen:

& C=E¢€

e H={zeK"|z; =0} = {z K" | Tz =0}
Output: Wie in Algorithmus 1.13, wobei gilt:
{x €eK" | Dz < d, z; =0}
ist die orthogonale Projektion von P(A,b) auf H.

(1) Spezialfall von 1.13:

N = {ieM|A; <0},
Z = {ieM]|A; = 0},
P = {ie M| A; > 0}.

(2) Wiein 1.15.
(3) Firie{l,2,...,r} fihre aus:
(a) Wiein 1.183,
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(b) wie in 1.18 mit

Di- = CLtjAS. - CI,SjAt.,
d;

atjbs - asjbt.
(4) wie in 1.13.

Mit Hilfe der Fourier-Motzkin-Elimination (FME) erhalten wir einen alternativen
Beweis zum Farkas-Lemma, vgl. die Vorlesung ,,Einfiihrung in die Optimierung*.
Bevor wir diesen durchfithren konnen, benoétigen wir noch eine Folgerung aus
Satz 1.14.

Folgerung 1.16 FEs gilt: P(Ab) #0 < P(D,d) # 0.

Beweis. Die Projektion von P(A,b) entlang ¢ auf sich selbst ist P(A,b). Mit
Satz 1.14 (c) gilt damit P(A,b) = P(A,b)NP(D,d). Gilt nun P(D, d) = (), so folgt
P(A,b) = 0. Ist dagegen P(D,d) # (), so ergibt Satz 1.14 (d1) P(A,b) # 0. [

Wenden wir nun die Fourier-Motzkin-Elimination auf die erste Variable (d.h.
entlang e;) an, so gilt mit Satz 1.14 (a), (b) und Folgerung 1.16:

(Z) Dlel = 0.
(1.1) (1) Es existiert eine Matrix U' > 0 mit U'A = D', U'b = d".
(i) P(Ab)=0 <= P(D'd")=0.

Entsprechend koénnen wir die Fourier-Motzkin-Elimination fortsetzen und die
zweite Variable eliminieren. Wir erhalten im zweiten Schritt eine Matrix D? mit:

(i) D%y = 0.
(1.2) (i) Es gibt eine Matrix U? > 0 mit U?D' = D? und U?d" = d*.
(iii) P(D',d")=0 <= P(D*d*) =0.

)

Aus (1.2) (ii) und (1.1) (i) folgt
D?*¢; = U?D'e; = U*0 = 0,
und mit U? = U2U! folgt aus (1.1) (i) und (1.2) (ii)
U*A = U?U'A = U?D' = D?,
d.h. es gilt:

(Z) D261 = 0, D2€2 = 0.
(1.3) (1) Es existiert eine Matrix U? > 0 mit U*A = D?, U?b = d°.
(i) P(Ab)=0 <= P(D*d*) =0.
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Dieser Prozess lasst sich fortsetzen und nach n-maliger Projektion erhalten wir:

(i) D'e; =0 VYje{l,2 ...,n}
(1.4) (17) Es existiert eine Matrix U" > 0 mit U"A = D", U"b = d".
(iii) P(A,b)=0 <= P(D"d")=0.

Aus (1.4) (i) folgt D™ = 0. Damit gilt auch P(D",d") # ) < d" > 0.
Gibt es ein ¢ mit d' < 0, so existiert nach (1.4) (ii) ein Vektor u > 0 mit
u’A = D! = 0 und u'b = d? < 0. Mit (1.4) (iii) hat damit genau eines der
beiden folgenden Gleichungssysteme eine Losung (vgl. die Vorlesung ,, Einfiihrung
in die Optimierung*):

) ulA = 0
Az < b \ uld < 0
u >0

Hier folgen noch ein paar Konsequenzen aus Satz 1.14 und Algorithmus 1.13.
Folgerung 1.17

(a) Ist H = P(A",V) ein Polyeder, dann ist die Projektion von P(A,b) auf H
entlang c ein Polyeder.

(b) Die Projektion eines Polyeders P(A,b) C K" auf KF mit k < n ist ein
Polyeder.

Beweis.

(a) Nach Satz 1.14 (c) gilt

- payarwa. ann - (1) (1)

b) Folgt direkt aus (a ,(18 Kk ein F()lyeder ist.
g
0

Bemerkung 1.18 Die Projektion @ eines Polyeders P(A,b) C K auf K¥ mit
k <n wird beschrieben durch

Q = {xEKk ’ Jy € K" mit (;j) EP(A,b)},

wobei k + 1 =n gilt und 0.B.d.A. x zu den ersten k Spalten von A gehort.
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Beweis. Vergleiche Definition 1.9 und die Fourier-Motzkin-Elimination. i

Mit Hilfe der Projektion wollen wir noch einige Operationen nachweisen, die
Polyeder erzeugen oder Polyeder in Polyeder iiberfiihren.

Eine affine Abbildung f : K® — K ist gegeben durch eine Matrix D € K**" und
einen Vektor d € K*, so dass f(z) = Dz + d fiir alle z € K" gilt.

Satz 1.19 Affine Bilder von Polyedern sind Polyeder.

Beweis. Sei P = P(A,b) C K" ein Polyeder und f : K* — K* mit f(z) =
Dx + d eine affine Abbildung. Dann gilt

f(pP) = {yEKk‘HxGK”mitAbeundy:Dx—i—d}

— {yeKk\axeKnmitB<x)gz3}

Y
mit
A 0 B b
B = D —I und b = —d
-D I d
Letzteres ist ein Polyeder nach Bemerkung 1.18 und Folgerung 1.17. N

Folgerung 1.20 (Satz von Weyl)
Fiir jede Matriz A € K™*" gilt:

st ein Polyeder.

Beweis.
Wir beweisen exemplarisch, dass cone(A) ein Polyeder ist, die anderen Félle
konnen analog dazu bewiesen werden. Es gilt:

cone (A) = {z e K™ ’ Jy > 0 mit x = Ay}.

Mit P = P(—1,0) und f(z) = Az gilt f(P) = cone(A) und damit ist nach
Satz 1.19 cone (A) ein Polyeder. [

Folgerung 1.21 Die Summe P, + P zweier Polyeder P, und Py ist wieder ein
Polyeder.
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Beweis. Sei P, = P(A",b"), i =1,2. Dann ist

P+ P = {$1+I2€Kn|1413;'1§b1, AQZ’QS[)Q}
= {zGK"‘Ele,xQEK”: Alzy < b, Axy <P 2 =21 + 33}

P=P (( f(l)l 122 ) | <Z;>> und f(i;) =Ty + Ixo
gilt f(P) = P+ P, und damit ist nach Satz 1.19 f(P) wieder ein Polyeder. O
Verbinden wir die beiden Folgerungen 1.20 und 1.21, so erhalten wir
Folgerung 1.22 Es seien A € K™*™ und B € K™™' . Dann gilt:
P = conv(A) + cone(B) ist ein Polyeder.

Folgerung 1.22 eroffnet uns eine andere Sichtweise auf Polyeder. Wir wer-
den im folgenden Abschnitt zeigen, dass sich jedes Polyeder in der Form
conv (A) + cone (B) schreiben 148t. Dazu bedarf es jedoch einiger Vorbereitungen.

1.2.2 Darstellungsséitze

Betrachten wir nochmals das Farkas-Lemma aus einem anderen Blickwinkel:
dx>0: Az =0 \/ Jy: yTA<0, yTb >0
oder anders ausgedriickt:

dx>0: Az =0 — Vy: ATy <0 = y'b<0.

Damit sind alle rechten Seiten b charakterisiert, fiir die das lineare Programm
Axr =0, x > 0 eine Losung hat. Nach Definition gilt

cone(A) = {b€ K™ | 3z > 0 mit Az = b}.
Zusammen mit dem Farkas-Lemma haben wir dann
Bemerkung 1.23 Fiir alle Matrizen A € K™*™ gilt
cone(A) = {be K™ |y"b<0Vye P(A",0)}.

Die geometrische Interpretation von Bemerkung 1.23 konnte man in der folgenden
Form schreiben:

Die zuliissigen rechten Seiten b . Die Vektoren, die mit allen Vekto-

von Az — b 2> 0 = ren aus P(A”T,0) einen stumpfen
T Winkel bilden.
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Als Verallgemeinerung geben wir

Definition 1.24 Sei S C K" eine beliebige Menge. Die Menge aller Vektoren,
die einen stumpfen Winkel mit allen Vektoren aus S bilden, heifst polarer Kegel.

In Zeichen:
S° ={yeK"|y'z<0VzreS}

Fiir eine Matriz A bedeutet A° die Menge {y € K*|yTA <0}.

Bemerkung 1.23 lésst sich nun in der folgenden Form schreiben.
Folgerung 1.25 Fiir alle Matrizen A € K™*™ gilt

P(A,00° = cone(AT).
A= ( R )

2 P(A,0)

Beispiel 1.26 Se:

2

-3

Abbildung 1.5: Zu Beispiel 1.26: P(A,0)° = cone ({(3), (1,)}).

Es gilt: Az =b, x > 0 ist losbar = bec P(AT,0)°

— b € cone(A)
0 : .
Zum Beispiel ist Ar = (1) , 20 nicht ldsbar.
Az = (701) , >0 losbar.

Wir schreiben im Weiteren kurz S°° = (5°)°.
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Lemma 1.27 Fir S, S; CK", i€ {1,2, ...k} gilt:

(CL) SZQSJ — SJ"QS;’
(b) S C 5%

k ° k
© (Us) - ns
=1 =1
(d) S° = cone(S°) = (cone(S))°.
Beweis. Ubung. N
Folgerung 1.28

(cone (AT))° = cone(AT)° = P(A,0).

Beweis. Es gilt:

(cone (AT))° " cone (AT)> MEY (AT MEY (1] Ax <0} = P(4,0).
O
Satz 1.29 (Polarensatz)
Fiir jede Matrix A gilt
P(A,0)° = P(A,0),
cone (A)°° = cone(A)
Beweis. Es gilt
P(A,0) =% cone(AT)° =" P(A,0),
cone (A) =20 P(AT,0)° =20 (cone (A)°)° =7 cone (A)*°.
O

Damit haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um zu zeigen, dass Polyeder nicht
nur in der Form P(A,b) dargestellt werden kénnen. Genau dies besagt der

Satz 1.30 (Satz von Minkowski)

Eine Teilmenge K C K" st genau dann ein polyedrischer Kegel, wenn K die
konische Hiille endlich vieler Vektoren ist, d.h. zu jeder Matriz A € K™*" ¢ibt es
eine Matriz B € K™ mit

P(A,0) = cone(B)

und umgekehrt.
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|
Beweis. Es gilt:

P(A,0) =° cone (A7) 2° P(BT,0)° = cone(B).
0

Satz 1.31 FEs seien A € K™ b € K™. Dann existiecren endliche Mengen
V. E CK" mit
P(A,b) = conv(V) + cone(FE).

(e =) 6)

Dann gilt: 2 € P(A,b) < (5) € H.

H ist ein polyedrischer Kegel, also gibt es nach Satz 1.30 eine Matrix B € K(+1)xd
mit H = cone (B). Aufgrund der Definition von H (vgl. die letzte Zeile) hat die
letzte Zeile von B nur nicht-negative Eintrdge. Durch Skalierung und Vertau-

schung der Spalten von B kénnen wir B in eine Matrix B iiberfiihren, fiir die
dann gilt:

Bewels. Setze

B = (]‘l/T (f;) mit cone (B) = H.

Damit gilt nun

r e P(AD) <— <T> cH
r=V- A+ E-pu
<— L — 17\ A >0

<= 1z € conv (V) + cone (F).
O

Folgerung 1.32 FEine Teilmenge P C K" ist genau dann ein Polytop, wenn P
die konvexe Hiille endlich vieler Vektoren ust.

Beweis. Sei V' C K" endlich und P = conv (V'), dann ist P nach Folgerung 1.20
ein Polyeder. Ist z € P, so gilt

k k
T = Z)‘ivi mit v; €V, \; >0, Z)‘izl

und somit

k
l|lz]] < ZHU,H also P C {xEK”
i=1

[lz]| < Zvll}-

veV
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Also ist P beschrankt, d.h. P ist ein Polytop.
Umgekehrt, ist P ein Polytop, so gibt es nach Satz 1.31 endliche Mengen V, E mit
P = conv (V') + cone (F). Angenommen, es existiert ein e € E mit e # 0, so gilt

x4+ ve € P fiir alle v € N und alle x € conv (V). Demnach ist P unbeschrénkt,
falls £\ {0} # 0. Daher muss E € {0, {0}} gelten und damit

conv (V) = conv (V) + cone(E) = P.

Satz 1.33 (Darstellungssatz)
Eine Teilmenge P C K™ st genau dann ein Polyeder, wenn P die Summe ei-

nes Polytops und eines polyedrischen Kegels ist, d.h. wenn es endliche Mengen
V., E C K" gibt mit
P = conv(V) + cone(E).

Beweis. Kombiniere
Satz 1.30: polyedrischer Kegel = cone (£),
Satz 1.31: P(A,b) = conv (V) + cone (E),
Folgerung 1.32: Polytop = conv (V),

Folgerung 1.22: conv (V') + cone (F) ist ein Polyeder.

Damit kennen wir jetzt zwei Darstellungsformen fiir Polyeder

(1) Die duBere Beschreibung: P(A,b)

P(Ab) = [z €K | Az < b} € {o|Aua < b},

=1

d.h. P(A,b) wird als Durchschnitt von gréfieren Mengen (Halbraumen) be-
trachtet.

(2) Die innere Beschreibung: conv (V') 4 cone (E)

Ist £ = (), so ist die Bezeichnung offensichtlich, denn es gilt V' C P und
somit wird P durch eine konvexe Hiillenbildung aus Elementen von sich
selbst erzeugt. Analoges gilt, wenn P ein polyedrischer Kegel ist. Gilt V' # ()
und F # (), so ist E nicht notwendigerweise Teilmenge von P, jedoch gelingt
es immer, P durch Vektoren v € V und e € E ,von innen heraus“ zu
konstruieren, vgl. Abbildung 1.6.
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10- conv(V)+cone(E)

Abbildung 1.6: innere Konstruktion eines Polyeders.

1 Einfiihrung 24



Kapitel 2

Ganzzahlige Polyeder

In diesem Kapitel wollen wir uns zunéchst mit Polyedern beschéftigen, die aus
ganzzahliger Programme resultieren und deren Ecken alle ganzzahlig sind. Solle
Situationen konnen als ,,Gliicksfille® betrachtet werden, denn in diesen Fiéllen
reicht es das zugrundeliegende lineare Programm zu 16sen.

2.1 Zulassige Mengen ganzzahliger Programme

Die zuldssigen Mengen von (gemischt-) ganzzahligen Programmen sind spezielle
Teilmengen von Polyedern.

Intuitiv kénnte man meinen, dass durch Bildung der konvexen Hiille aller zul&ssi-
gen Punkte wieder ein Polyeder entsteht. Dem ist aber nicht so.

Beispiel 2.1 Betrachte

2* = max —/2z

+ Yy
—V2r + y<0
(2.1) r > 1
y > 0
x,y ganzzahlig
Dann gilt

(a) (2.1) hat zuléssige Losungen (bezeichne diese mit .S).

(b) (2.1) ist nach oben beschrinkt.

(¢) (2.1) hat keine Optimallosung (sonst wire v/2 rational).
Wire nun conv (S) ein Polyeder, so wére

z*:max{ﬂx+y\xES}:maX{\/ﬁx—HﬂxEcomf (S)}

und beséfle eine optimale Ecklosung, Widerspruch zu (3).

Der Grund fiir obige Tatsache liegt daran, dass wir irrationale Daten erlauben.

2 Ganzzahlige Polyeder 25



Definition 2.2 FEin Polyeder P C K" heifit rational, falls es eine Matriz A €
Q™™ und einen Vektor b € Q™ gibt mit P = P(A,b).

Dariber hinaus bezeichnen wir mit Pr,, := conv {x € P | x € ZP x R"?} firp €
{0,1,...,n}, wobei wir auch P; als Abkiirzung fir Py, schreiben.

Zunéchst zwei einfache Beobachtungen

Beobachtung 2.3
(a) Ist P ein beschrinktes Polyeder, so ist P; ein Polyeder.
(b) Ist P ein rationaler polyedrischer Kegel, so gilt P = P;.
Beweis.

(a) Da P beschrénkt, ist X = {z € Z" | € P} endlich. Nach Folgerung 1.20,
ist conv (X) = Py ein Polyeder.

(b) Klar.

Bemerkung 2.4
(a) 2.3(a) gilt nicht nur fir rationale Polyeder.

(b) Entsprechende Aussagen gelten auch fir Py, fir allep=0,1,...,n.

Satz 2.5 Ist P ein rationales Polyeder, dann ist P; ebenfalls ein (rationales)
Polyeder und es gilt rec(P) = rec(Py).

Beweis. Aus Satz 1.33 wissen wir, P hat eine Darstellung der Form P = Q + C,
wobei @) ein Polytop ist und C ein Kegel. Nach Beobachtung 2.3 (b) gibt es
vy €Z"i=1,...,s, mit C = cone ({y;,...,ys}). Wir setzen

B:—{Zuiyi0<m~<1,i—1,---,8} |

i=1
Wir behaupten
Pr=(Q+DB)+C.

Daraus folgt die Behauptung, denn (Q+ B) ist beschrankt, also nach Beobachtung
2.3 (a) ist (Q+ B); ein Polyeder und falls P; # ), dann ist C' der Rezessionskegel
von F;.
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C: Sei p € P ein ganzzahliger Punkt in P.

Dann ex. ¢ € Q und ¢ € C' mit p = g+ c. Fiir ¢ gilt ¢ = ) p;y; mit p; > 0.

1=1
S

Setze ¢ = > | p;]y; und b = ¢ — ¢, so ist ¢ ganzzahlig und ¢+ b =p— ¢
i=1
ebenfalls, da p und ¢’ ganzzahlig.

AuBerdem ist b € B nach Definition und damit ¢ +b € (Q + B);. Also ist
p=q+b+ce(Q+B)+C.

DO: Hier gilt:

Q+B)+CCP+C =, P +C;=(P+0C)=Pr.
Beob.2.3 (b)

Entsprechend zeigt man

Satz 2.6 Ist P ein rationales Polyeder, so ist Py, ebenfalls ein rationales Poly-
eder fir allep € {0,1,...,n}.

Wir wissen nun also, dass sich jedes MIP auf ein lineares Programm zuriickfithren
lasst, d.h. esex. D € Q™" , d € Q™ mit P; = P(D,d). Wie sieht D, d aus?
Zunachst eine Beobachtung, die wir jedoch nicht beweisen wollen.

Lemma 2.7 Sei P = P(A,b) ein rationales Polyeder, so dass die Kodie-
rungslinge jeder Ungleichung hdchstens ¢ ist.

(a) Dann gibt es ein Ungleichungssystem Dz < d mit P = P(D,d), so dass
die Kodierungslinge jeder Ungleichung héchstens 15n%y ist.

(b) Falls Py # 0, so gibt es einen ganzzahligen Punkt, dessen Kodierungslinge
hichstens 5ntp ist.

Zum Beweis dieses Lemmas siche beispielsweise [35], Kapitel 17.

Satz 2.8 Das FEntscheidungsproblem ,Hat ein rationales Ungleichungssystem
Ax < b eine ganzzahlige Lisung?“ ist N'P-vollstindig.

Beweis. Zur Erinnerung: II € NP &

(a) Fiir alle I € II, auf die die Antwort ”JA” lautet, existiert ein Zertifikat,
polynomial in (), mit dessen Hilfe die Korrektheit der Antwort iiberpriift
werden kann.

(b) Es existiert ein Algorithmus A mit Input [ und Zertifikat z, polynomial in
(I), der die Korrektheit der Antwort bestétigt.
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IT € N'P-schwer, falls ein polynomialer Algorithmus zu dessen Losung verwendet
werden kann, um jedes Problem in NP zu losen. IT ist N'P-vollstindig, falls es

in NP ist und NP-schwer.
Aus Lemma 2.7 folgt direkt, dass obiges Entscheidungsproblem in NP ist.

Zum Beweis der Vollstandigkeit transformieren wir das Zuldssigkeitsproblem
(engl. Satisfiability Problem, kurz SAT) auf unser Entscheidungsproblem.

Definition 2.9 Problem SAT

Gegeben: Logische Variablen (x1,...,x,), Menge von Klauseln Cy, ..., C,,, wo-
bei jede Klausel aus der Disjunktion von Variablen x; oder deren Negation
T; besteht.

Frage: Gibt es eine Belegung der Variablen mit TRUE und FALSE, so dass alle
Klauseln wahr sind.

Beispiel: (x1 V Zo V z4) A (e V T3) A (T3 V T4).

Bemerkung 2.10 SAT ist N'P-vollstindig, [8].

Modellierung als Ganzzahliges Programm

~_J 1, falls Literal j TRUE ist,
TN 0, falls Literal 7 FALSE ist.

max 07z
> ozt > (I—x5)>1
Jjix;eCh Jj:z;€C;

z; €{0,1}
Die Transformation ist polynomial. Daraus folgt Satz 2.8 N

Da also das Finden einer zuldssigen Losung eines MIPs N P-vollstindig und da-
mit das Losen eines MIPs NP-schwer ist, LPs jedoch in polynomialer Zeit gelost
werden kénnen, konnen wir i.A. nicht damit rechnen, eine vollstdndige Beschrei-
bung von P; zu finden, bzw. das zugehorige Separierungsproblem polynomial zu
16sen. Wir wollen uns in ndchsten Kapitel zunéchst mit Fallen beschéftigen, wo
dies moglich ist, und spéter sehen, was man tun kann, wenn man diese Eigenschaft
nicht hat.

Definition 2.11 Fin rationales Polyeder P heifst ganzzahlig, falls P = P;.

Bemerkung 2.12 Sei P ein rationales Polyeder. Dann sind dquivalent
(Cl) P = P[.

(b) Jede Seitenfliche von P enthdilt einen ganzzahligen Punkt.
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(c) Jede minimale SF von P enthdlt einen ganzzahligen Punkt.

(d) maX{CTZL’ |z € P} wird von einem ganzzahligen Punkt angenommen, fir
alle c € R™, fiir die das Maximum endlich ist.

Beweis. Ubung. i

2.2 Totale Unimodularitit

In diesem Kapitel untersuchen wir Eigenschaften der Nebenbedingungsmatrix A,
so dass fiir jede rechte Seite b das Polyeder {z | Az < b, > 0} ganzzahlig ist. Zur
Motivation der Definition von (totaler) Unimodularitdt betrachte das Polyeder
{z > 0| Az = b}, wobei A vollen Zeilenrang habe sowie A und b ganzzahlig seien.
Zu jeder Ecke x gibt es eine Basis B, so dass 23 = Az'b und xy = 0 gilt, vgl.
die Vorlesung ,,Einfiihrung in die Optimierung“. Fiir eine Matrix A mit det Ag =
+1 stellt die Cramersche Regel sicher, dass A5' ganzzahlig ist. Deshalb kann
die Ganzzahligkeit von xp und damit der Ecke z, garantiert werden, indem wir
fordern, dass det Ap gleich +1 ist.

Definition 2.13

(a) Sei A eine mxn Matriz mit vollem Zeilenrang. A heifft unimodular, falls alle
FEintrage von A ganzzahlig sind und jede invertierbare m x m-Untermatrix
von A Determinante +1 hat.

(b) Eine Matriz A heifst total unimodular, falls jede quadratische Untermatriz
Determinante =1 oder 0 hat.

Beachte, dass alle Eintriage (die quadratischen Untermatrizen der Gréfe 1) einer
total unimodularen Matrix entweder 0 oder £1 sind. Die folgenden Beobachtun-
gen sind leicht einzusehen:

Beobachtung 2.14

(a) A ist genau dann total unimodular, wenn [A, I] unimodular ist.

A

: : -A : :
(b) A ist genau dann total unimodular, wenn 7 total unimodular ist.

-1

(c) A ist genau dann total unimodular, wenn AT total unimodular ist.

Beweis. Ubung. N
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Beispiel 2.15 Sei A die Knoten-Kanten-Inzidenzmatriz eines gerichteten Gra-
phen G = (V,E) (d.h. A = (aij)ievjer mit a;; = 1, falls j € §7(i) und mit
a;; = —1, falls j € 6 (i) und a;; = 0 sonst). Dann ist A total unimodular.

Beweis. Ubung. i

Die folgenden drei Sétze prézisieren, dass ein lineares Programm mit einer unimo-
dularen bzw. total unimodularen Nebenbedingungsmatrix immer eine ganzzahlige
Optimallosung besitzt, sofern das Optimum endlich ist.

Satz 2.16 Sei A eine ganzzahlige m x n Matriz mit vollem Zeilenrang. Dann
ist das Polyeder {x € R" | Ax = b, x > 0} genau dann ganzzahlig fir alle
ganzzahligen Vektoren b € Z™, wenn A unimodular ist.

Beweis. Angenommen, A sei unimodular und b € Z™ ein beliebiger ganz-
zahliger Vektor. Sei T eine Ecke von {x € R" : Ax = b,z > 0}. Wir ha-
ben zu zeigen, dass T ganzzahlig ist. Da A vollen Zeilenrang hat, gibt es eine
Basis B C {1,...,n},|B] = m, so dass Zp = Az'b und Ty = 0 ist, wobei
N ={1,...,n}\ B gilt. Da A unimodular ist, folgern wir aus der Cramerschen
Regel die Integralitdt von A]g,l und somit auch von .

Umgekehrt sei {x € R" : Az = b, > 0} ganzzahlig fiir alle ganzzahligen
Vektoren b, ebenso sei B C {1,...,n} mit Ap reguldr. Wir haben zu zeigen, dass
det Ap = 41 gilt. Sei  die zu B gehorige Ecke, d.h. es gilt g = AZ'bund Zy = 0
mit N = {1,...,n} \ B. Nach unserer Voraussetzung ist zp = AZ'b ganzzahlig
fiir alle ganzzahligen Vektoren b, also insbesondere fiir die Einheitsvektoren, also
ist A5' ganzzahlig. Also sind sowohl det Ap und det A5' ganze Zahlen, woraus
det Ap = *1 folgt. i

Folgerung 2.17 (Satz von Hoffmann und Kruskal [24])
Sei A eine ganzzahlige Matriz. Dann ist A genau dann total unimodular, wenn
{z | Ax < b, z > 0} fiir alle ganzzahligen Vektoren b ganzzahlig ist.

Beweis. Aus Beobachtung 2.14 (a) wissen wir, dass A genau dann total un-
imodular ist, wenn [A I] unimodular ist. Weiterhin gilt fiir einen ganzzahli-
gen Vektor b, dass {z : Azr < b,x > 0} genau dann ganzzahlig ist, wenn
{z : [A Iz = b, z > 0} ganzzahlig ist (siche Ubung). Die Anwendung von
Satz 2.16 auf die Matrix [A I] zeigt nun die Behauptung. N

Beobachtung 2.14 (b) in Verbindung mit Korollar 2.17 liefert weitere Charakte-
risierungen von totaler Unimodularitét.

Folgerung 2.18 Sei A eine ganzzahlige Matriz.

(a) A ist genau dann total unimodular, wenn {x | a < Ax < b, l <z <wu} fir
alle ganzzahligen Vektoren a,b,l,u ganzzahlig ist.
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(b) A ist genau dann total unimodular, wenn {z | Az =b, 0 <z < u} fir alle
ganzzahligen Vektoren b und w ganzzahlig ist.

Zwei Anwendungsbeispiele aus der Kombinatorischen Op-
timierung

Eine interessante Anwendung von total unimodularen Matrizen ist das Max-
Flow-Min-Cut Theorem von [12]. Aus Korollar 2.18 wissen wir, dass eine Matrix
A genau dann total unimodular ist, wenn fiir alle ganzzahligen Vektoren c, b, u
das Optimum des linearen Programms max{c’z | Ax = b, 0 < z < u} von einem
ganzzahligen Punkt angenommen wird. Da A genau dann total unimodular ist,
wenn AT total unimodular ist, gilt dariiber hinaus dieselbe Bedingung fiir das
duale lineare Programm, d.h. min{b"z + u’y | ATz +y > ¢,y > 0} hat eine
ganzzahlige Optimallosung.

Folgerung 2.19 FEine ganzzahlige Matrix A ist genau dann total unimodular,
wenn fiir alle ganzzahligen Vektoren u,b, ¢ beide Seiten der Dualititsgleichung

max{c’z | Ar =b,0<z<u}=min{b’z+u"y | ATz 4+y>c y>0}

ganzzahlige Losungen x,y und z haben.

Aus Korollar 2.19 leiten wir das Max-Flow-Min-Cut Theorem ab.

Satz 2.20 Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit ganzzahligen Bogenkapa-
zitdten w. Seien s # t zweit Knoten in G. Dann ist der Wert eines mazimalen
Flusses von s nach t gleich dem Wert eines minimalen Schnittes, der s und t
trennt.

Beweis. Sei A die Knoten-Kanten Inzidenzmatrix des gerichteten Graphen
G = (V,E U{(t,s)}). Offensichtlich ist ein maximaler (s,t)-Fluss die Losung
des linearen Programms max {z;s : Ar = 0, 0 < = < u}, wobei uy := oo gilt.
Aus Korollar 2.19 folgt, dass es ganzzahlige optimale Losungen Z, ¢ und Z fiir die
Optimierungsprobleme

max{z, : Az =0,0 <2 <u} =min{u’y: ATz +y > en, y >0}

gibt. In Worten ausgedriickt: der Wert eines maximalen (s,t)-Fluss, den wir Zys
nennen wollen, ist gleich dem Wert u?3, wobei § die folgenden Bedingungen
erfiillt:

Zu — Zy + Yuo = 0, falls uv # ts
Zii_zs_}—gts Z 1
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Aus dem Satz vom schwachen komplementdren Schlupf, vgl. die Vorlesung
,Einfithrung in die Optimierung®, und w;s = oo folgern wir, das i, = 0 gilt
und damit z; > 1+ z,. Sei W :={w € V : z, > z}. Dann gilt g,, > 1 fiir alle
vw € 6 (W) aufgrund von z,, > z; > z,. Daraus folgern wir

ungZ Z Uy -

vwed— (W)

Anders ausgedriickt, der maximale (s,t)-Fluss ist grofier oder gleich dem Wert
des (s, t)-Schnittes 6~ (W). Da der maximale Fluss nicht grofier als der Wert eines
(s,t)-Schnittes sein kann, folgt die Behauptung. i

Ein weiterer Anwendungsbereich total unimodularer Matrizen sind ungerichtete
Graphen. Sei G ein ungerichteter Graph und A die Kanten-Knoten Inzidenzma-
trix von G. Im Folgenden untersuchen wir Bedingungen, unter denen das Polyeder
P ={z| Az <b, z > 0} ganzzahlig ist. Dies ist ein interessantes Problem, denn
fiir den Fall b = 1 entsprechen die ganzzahligen Losungen in P stabilen Mengen
in G (d.h. einer Teilmenge S der Knoten, so dass jedes Paar von Knoten aus S
nicht benachbart ist, in Formeln E(S) = () bzw. zulissigen Losungen des Set
Packing Problems aus Beispiel 1.6. Das folgende Beispiel zeigt, dass A nicht total
unimodular ist, falls G’ einen ungeraden Kreis enthélt, also nicht bipartit ist.

Beispiel 2.21 Sei G ein Graph und C' ein ungerader Kreis in G. Betrachte das
lineare Programm max{c’x | 0 < x < 1, z; + r; < 1Vij € E} mit ¢ = V),
Dann gilt:

(a) 7 =3 firie V(C), zf =0 firi ¢ V(C), lost das lineare Programm.

(b) x* ist keine Konvexkombination von Inzidenzvektoren von stabilen Mengen.

Beweis. Ubung. N

Satz 2.22 A ist genau dann total unimodular, wenn G bipartit ist.

Beweis. Um die Notwendigkeit der Bedingung zu erkennen, beachte man, dass
G = (V,FE) genau dann bipartit ist, wenn E keinen Kreis ungerader Lénge
enthélt. Angenommen, G ist nicht bipartit, dann enthélt G einen Kreis C C F
ungerader Linge. Sei ¢ = xV(©). Dann wird max {c"z : Az < 1,z > 0} von
einem Vektor z* mit 7 = 1 angenommen, falls Knoten i € V(C) und z} = 0
ist, fiir den anderen Fall siche Beispiel 2.21 (a). Uberdies kann z* nicht eine Kon-
vexkombination von Inzidenzvektoren stabiler Mengen in G sein, betrachte dazu
Beispiel 2.21 (b). Also gibt es eine Ecke des Polyeders {x € R" : Az < 1, z > 0},
die nicht als Konvexkombination von Inzidenzvektoren stabiler Mengen darstell-
bar ist und folglich nicht ganzzahlig ist. Aus der Betrachtung von Korollar 2.17
folgt, dass A nicht total unimodular ist.

Ist umgekehrt G bipartit, so bezeichnen wir mit V; und V5 die beiden Partitionen

der Knotenmengen. Sei b € Z™ und ¢ € R" eine Zielfunktion. Wir werden im
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Verlauf des Beweises zeigen, dass das lineare Programm max{c’z : Az <b, x >
0} eine ganzzahlige Losung hat. Betrachte die folgende Heuristik:

Berechne eine optimale Losung x* des linearen Problems ¢* = max{c’z : Ax <
b, x > 0}. Sei U eine gleich verteilte Zufallszahl auf dem Intervall [0,1]. Fiir
1 =1,...,n definiere

[xf] fallsie Vi und o} — |xf| > U,

zi =< [xf] fallsieVound af — |2f] >1-U,

(3

|xf| sonst.

z ist ein ganzzahliger Punkt mit z > 0. Betrachte die i-te Zeile von A, die sich

zu e* + e mit kl € E und k € Vi, | € V, ergibt.

Gilt |xf| + |xf| = b;, dann bestimmt die Heuristik den Wert |z} | zu 2z, und den

Wert |z} | zu 2. Wir folgern z; + z; = b;.

Gilt |z} ] + |27] < b; — 2, dann folgt [z} ] + [2]] < b;. In diesem Fall folgern wir

2+ 21 < b;.

Andernfalls ist |z} | + |27] = b; — 1. Dann ist =} — |z}| + 27 — |zf] < 1. Ist

x; — |z3| > U, dann gilt 27 — |z} | < 1 — U und umgekehrt. Also werden nicht

beide Werte xy und zf aufgerundet woraus zj + 21 < b folgt

1] ist,

1st dies 1 — U ebenso Wir erhalten Prob(z, = [z}]) = Prob(U < x} — L:c,’gj
— |xt], falls k € Vi gilt. Fiir [ € V5 erhalten wir: Prob(z; = [z}]) = Prob(

U <xf—|zf]) =1=Prob(1—-U >z} — |z} ]) = 1—=Prob(U < 1—(z] — [2]])

1— (1= (zy — |zf])) = f — |zf|. Insgesamt haben wir gezeigt:

Prob(z, = [z}]) =z}, — |2} ], fiir alle k € V.

Bezeichnen wir mit ¢/* den Zielfunktionswert einer maximalen stabilen Menge in
G bzgl. ¢ mit ¢ = ¢z den Zielfunktsionswert der heuristischen Losung und mit
E(-) den Erwartungswertoperator, so erhalten wir

> P> E() =3 alai] + Y0y cProb(z = [27])
=D ey GilTT] + ey ailz] — [27])

= c*.

Es folgt ¢* = ¢!”. Also hat das Polyeder {x € R": Az < b, x > 0} nur ganzzah-
lige Werte. Korollar 2.17 impliziert, dass A total unimodular ist. i

Folgerung 2.23 Betrachte das Zuordnungsproblem aus Beispiel 1.4. Die LP-
Relazierung des bindren Programms (die man bekommt, indem man x;; € {0,1}
durch xz;; € [0,1] ersetzt) hat immer eine ganzzahlige Optimallésung.
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2.3 Die Hermitesche Normalform

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass jede rationale Matrix in eine bestimmte
Form, die sogenannte Hermitesche Normalform, gebracht werden kann. Diese
Form wird uns helfen, ein ganzzahliges Analogon zum Farkas-Lemma zu bewei-
sen. Dieses Lemma werden wir noch hiufiger benttigen, um die Ganzzahligkeit
bestimmter Polyeder zu zeigen.

Definition 2.24

(a) Die folgenden Operationen an einer Matriz heiffen unimodulare (elementare)
Spalten- (Zeilen-) Operationen:

1. Vertauschen zweier Spalten (Zeilen).
2. Multiplikation einer Spalte (Zeile) mit —1.

3. Addition eines ganzzahligen Vielfachen einer Spalte (Zeile) zu einer
anderen Spalte (Zeile).

(b) Eine Matriz A mit vollem Zeilenrang ist in Hermitescher Normalform, wenn
sie die Form [B,0] hat, wobei B eine requldre, nicht-negative, untere Drei-
ecksmatriz st und jede Zeile genau einen maximalen Eintrag auf der Haupt-
diagonalen hat.

Satz 2.25 Jede rationale Matriz mit vollem Zeilenrang kann mit elementaren
Spaltenoperationen in Hermitesche Normalform gebracht werden.

Beweis. Sei A eine rationale Matrix mit vollem Zeilenrang. Wir kénnen an-
nehmen, A sei ganzzahlig (andernfalls skaliere die Matrix mit einem geeigneten
Faktor, der am Ende der durchzufiihrenden Operationen wieder dividiert wird).
Wir zeigen zunéchst, dass A in die Matrix [B, 0] transformiert werden kann, wo-
bei B eine untere Dreiecksmatrix und B;; > 0 fiir alle ¢ ist. Angenommen, wir
haben A bereits in die Form
B 0
b))

gebracht, wobei B eine untere Dreiecksmatrix mit positiver Diagonale ist. Mittels
elementarer Spaltenoperationen bringen wir die erste Zeile von D € R¥ in eine
Form, so dass Dy; > Dy > ... > Dy, > 0 gilt und Zle Dq; minimal ist. Da A
vollen Zeilenrang hat, folgt Dy; > 0. Wir behaupten, dass Dy; =0fiire =2,....k
gilt. Falls D15 > 0 ist, subtrahieren wir die zweite Spalte von der ersten und nach
eventueller Umordnung der ersten und zweiten Spalte erhalten wir wieder die
Elemente der ersten Zeile in nicht steigender Reihenfolge, wobei deren Summe
streng streng monoton abnimmt, was ein Widerspruch zur Annahme ist, dass
S°% | Dy; minimal ist. Nachdem wir diese Schritte 7 mal durchgefiihrt haben,
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haben wir A nach [B, 0] transformiert, wobei B eine untere Dreiecksmatrix mit
positiver Hauptdiagonale ist.

Um Hermitesche Normalform zu erreichen, miissen wir 0 < B;; < Bj; fiir jedes
t > j garantieren konnen. Dies kann erreicht werden, indem wir ein entspre-
chendes ganzzahliges Vielfaches von Spalte ¢ zu Spalte j fiir jedes ¢ > 7 addie-
ren. Die Reihenfolge, in der diese Operationen durchgefithrt werden miissen, ist
(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),.... N

Bemerkung 2.26

(a) Die Operationen, die im Beweis von Satz 2.25 ausgefihrt wurden, konnen
durch eine unimodulare Matrix ausgedriickt werden, d.h. es gibt eine uni-
modulare Matriz U, so dass

[B,0] = AU
und [B, 0] ist in Hermitescher Normalform.

(b) Fiir jede rationale Matriz mit vollem Zeilenrang gibt es eine eindeutige
Hermitesche Normalform und damit eine eindeutige unimodulare Matrix

U, siehe [35].

Satz 2.27 (Ganzzahliges Analogon des Farkas-Lemma)
Sei A € Q™*™ eine rationale Matriz und b € Q™ ein rationaler Vektor. Dann hat
genau eines der beiden folgenden Systeme eine Ldsung.

TA egm
xr e m
y €Q

Beweis. Beide Gleichungssysteme kénnen nicht gleichzeitig eine Losung haben,
da aus der Integralitit von z und y A auch diejenige von y'b = y* Ax folgt.

Angenommen, y'A € Z" y'b ¢ Z,y € Q™ habe keine Losung, d.h. fiir alle
y € Qm, fiir die yT A ganzzahlig ist, ist y?b auch ganzzahlig. Wir miissen zeigen,
dass Ax = b, x € Z" eine Losung hat.

Zunéchst hat Ax = b eine (moglicherweise gebrochene) Losung, da es anderweitig
rationale Vektoren y mit yZ’ A = 0 und y7b # 0 giibe (vgl. das Eliminationsver-
fahren nach Gauss). Nach entsprechender Reskalierung gibt es ein y mit y7 A = 0
und yTb = %, Widerspruch!. Wir kénnen also annehmen, dass A vollen Zeilenrang
hat. Der Satz ist invariant bzgl. elementarer Spaltenoperationen. Also kénnen wir
nach Satz 2.25 annehmen, dass A in Hermitescher Normalform A = [B, 0] ist. Da
B7YB,0] = [I,0] eine ganzzahlige Matrix ist, folgt aus unserer Annahme, dass
B~ ebenso ganzzahlig ist (wihle y = B;.l firi=1,...,m). Wegen

B, 0] ( B;b ) — b
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ist der Vektor z := (B glb) eine ganzzahlige Losung von Ax = b. N

Beispiel 2.28 Seia € Z", o € Z und P; := conv({x € Z" | a’z < a}). Weiter-
hin sei k = ged(aq, ..., ay,) der grofite gemeinsame Teiler der Komponenten von
a. Dann folgt aus Satz 2.27, dass

Pr={reR"| ) %z <|2]}.
i=1
Beweis. Ubung. i

2.4 Totale Duale Integralitit

In Abschnitt 2.2 haben wir gesehen, dass totale Unimodularitéit einer ganzzah-
ligen Matrix A sicherstellt, dass fiir jede beliebige rechte Seite b das Polyeder
Py = conv{z € Z" | Az < b} durch die Originalungleichungen Az < b
vollstandig beschrieben wird. Legen wir uns dagegen auf eine bestimmte rech-
te Seite b fest, dann ist TDI (total dual integrality) das richtige Konzept um
Ganzzahligkeit eines Polyeders zu garantieren.

Definition 2.29 Sei A € Q™*™, b € Q™. Das System von Ungleichungen Ax < b
heifst total dual integral (TDI), falls es fiir jeden ganzzahligen Vektor c € 7™, fiir
den min{bTy | ATy = ¢, y > 0} endlich ist, einen ganzzahligen Vektor y* € Z™
mit ATy* = ¢, y* > 0 gibt, so dass bTy* = min{bTy | ATy =c,y > 0} gilt.

Die TDI-Eigenschaft eines Systems Ax < b hat eine geometrische Bedeutung: Sei
c ein ganzzahliger Vektor, der in dem von den Zeilen von A aufgespannten Kegel
liegt, d.h es gibt y > 0 mit ATy = c. Unter allen Moglichkeiten ¢ als konische
Kombination der Zeilen von A zu schreiben sei S die Menge der kiirzesten (bzgl.
b) konischen Kombination, d.h.

S={y>0| ATy = ¢, so dass b"y minimal ist}.

Dann ist Az < b TDI, falls es einen ganzzahligen Vektor in S gibt. Dies bedeutet
mit anderen Worten also, dass unter allen kiirzesten Moglichkeiten, ¢ als konische
Kombination der Zeilen von A zu schreiben, eine dabei ist, die ganzzahlig ist. Wir
werden sehen, dass dies in engem Zusammenhang mit Hilbert-Basen steht, die in
der ganzzahligen Programmierung eine wichtige Rolle spielen.

Aus der Definition der TDI-Eigenschaft folgt direkt, dass Az < b TDI ist, falls
die Matrix A total unimodular ist.

Beachte auch, dass TDI eine Eigenschaft eines Ungleichungssystems ist und nicht
eine Eigenschaft des Polyeders P = {x € R" | Az < b}. Wir werden sehen, dass
es viele Moglichkeiten geben kann P zu beschreiben, aber es gibt nur eine, die
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auch die TDI-Eigenschaft besitzt. Dazu kann es notwendig sein, viele redundante
Ungleichungen zur Ausgangsformulierung hinzufiigen zu miissen.

Der folgende Satz gibt uns den Zusammenhang zwischen der TDI-Eigenschaft
eines Ungleichungssystems Ax < b und der Ganzzahligkeit des zugehorigen Po-
lyeders P = {z € R" | Az < b}.

Satz 2.30 Ist Ax < b TDI und b ganzzahlig, dann ist {z € R* | Az < b}
ganzzahlig.

Beweis. Sei P = {x € R": Az < b} und ) # F # P eine minimale Seitenfldche
von P. Wir setzen k := |eq(F")|. Da F' minimal ist, folgt F' = {z € P : Ayqr)r =
beqr)} = {x € R" 1 Aeqm@ = beq(py}. Wir miissen zeigen, dass F' ganzzahlige
Punkte enthélt.

Enthilt F keine ganzzahligen Punkte, so existiert ein y € QF mit ¢ := yTAeq( F) €
Z" und vy := yTbeq( r) &€ Z, sieche Satz 2.27. Wir kénnen annehmen, dass y nicht-
negativ ist (andernfalls wihle s € Z% | gro genug, so dass y+s > 0, (y+s)TA €
Z" und (y + 8)Tbeqry & Z. Wir behaupten, dass max{c’z : Azx < b} existiert
und von jedem & € F angenommen wird. Die Behauptung ist korrekt, da fiir alle
xr € Pund z € F gilt

CT$ = nyéleq(F)aj < yTbQQ(F) - yTAGQ(F)il - CTj:'
Aufrund des Dualitdtssatzes der Linearen Optimierung, vgl. die Vorlesung
,Einfithrung in die Optimierung®“, und der Tatsache, dass Ax < b TDI ist,
folgern wir, dass der Wert min{bTy : ATy = ¢,y > 0} existiert und fiir
einen ganzzahligen Vektor angenommen wird. Da b ganzzahlig ist, ist der Wert
min{bTy : ATy = 2,y > 0} eine ganze Zahl. Diese Zahl muss mit dem Wert
max{c’x : Ax < b} = v & Z iibereinstimmen, ein Widerspruch. Also enthilt F
ganzzahlige Punkte. N

Wir haben bereits die geometrische Interpretation von TDI betrachtet und den
Zusammenhang zu Hilbert-Basen angedeutet. Dies wollen wir nun prézisieren.

Definition 2.31 Sei C' C R™ ein rationaler polyedrischer Kegel. Eine endliche
Teilmenge H = {h',... h'} C C heift Hilbert-Basis von C, falls sich jeder ganz-
zahlige Punkt z € C NZ" als nicht-negative ganzzahlige Linearkombination von
Elementen aus H darstellen ldsst, d.h.

t
2= N
i=1
mit A1, ..., N\ € Ng. Eine Hilbert-Basis heifst ganzzahlig, falls H C 7" ist.

Beispiel 2.32 Betrachte C' = cone({(l), (f)}) Dann ist H = {(:1))), (;), (1), (2)}

3 1)1
eine Hilbert-Basis von C', vgl. Abbildung 2.1.
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Abbildung 2.1: Hilbert-Basis eines polyedrischen Kegels

Bemerkung 2.33

(a) Fiir jeden rationalen polyedrischen Kegel existiert eine ganzzahlige Hilbert-
Basis.

(b) Falls C' spitz ist, ist die ganzzahlige Hilbert-Basis eindeutig bestimmd.

Beweis. Zum Beweis siehe beispielsweise Schrijver [35], Kapitel 16.4. N

Satz 2.34 Set A € Q™" und b € Q™. Das Ungleichungssystem Az < b hat
genau dann die TDI-Figenschaft, wenn fir jede Seitenfliche F von P = {x €
R"™ | Az < b} die Zeilen von Ay p). eine Hilbert-Basis des Kegels C(Acqry.)
bilden.

Um den Beweis von Satz 2.34 nachzuvollziehen, ist folgende geometrische In-
terpretation hilfreich: Sei ¢ ein ganzzahliger Vektor, der in dem von den Zeilen
von A aufgespannten Kegel liegt, so dass der Wert min{b’y | ATy = ¢, y > 0}
existiert. Dann wissen wir, dass ¢ das Optimum an einer Seitenfliche von P an-
nimmt. Aus der Theorie der Linearen Programmierung (vgl. den Satz vom kom-
plementéiren Schlupf aus der Vorlesung ,, Einfiihrung in die Optimierung®) wissen
wir, dass wenn ¢ das Optimum an der Seitenfliche F' annimmt, dann liegt ¢ in
dem von den Zeilen von Acyr). aufgespannten Kegel. Damit existiert der Wert
min{bTy | ATy = ¢, y > 0}. Die Bedingung, dass die von F' induzierten Zeilen ei-
ne Hilbert-Basis bilden, ist dquivalent dazu, dass ¢ als nicht-negative ganzzahlige
Kombination aus von F' induzierten Zeilen dargestellt werden kann. In Formeln
bedeutet dies, es gibt einen ganzzahligen Vektor y* € Z™, ATy* = ¢, y* > 0 mit
bTy* = min{bTy | ATy = ¢,y > 0}. Dies ist die Definition der TDI-Eigenschaft
eines Ungleichungssystems Ax < b.
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Beweis. Sei Az < b TDI. Weiter sei F' # () eine Seitenfliche von P und ¢ €
C(Aeqry) N Z". Wir miissen zeigen, dass c als eine nichtnegative ganzzahlige
Kombination der Zeilenvektoren von Aqqr) dargestellt werden kann. Wir wissen,
dass c eine nichtnegative Linearkombination der Zeilenvektoren von Ay ist,
d.h. es gibt ein § > 0 mit g; = 0 fiir alle ¢ € eq(F) und ¢ = g7 A.

Wir behaupten nun, dass max{c’z : Azr < b} existiert und fiir jedes & € F
angenommen wird. Dies folgt, da fiir alle z € P und z € F' die Aussage

Ao=9"Ae <§'b=9TAz =%

gilt. Aus dem Dualitétssatz der Linearen Optimierung, vgl. die Vorlesung
,Einfiihrung in die Optimierung*, schlieflen wir, dass der Wert min{b?y : ATy =
¢, y > 0} existiert. Verwenden wir, dass Ax < b TDI ist, so erhalten wir

min{b’y : ATy =c, y >0} = max{c’z: Az <b}

und dass es einen ganzzahligen Vektor y* gibt, der min{bTy : ATy = ¢, y > 0}
annimmt. Da jedes # € F eine optimale Losung des Programms max{c’z :
Az < b} ist, gibt es Z, so dass AZT:AU = b; fiir alle i € eq(F") und A,LT:i’ < b; fur
alle i & eq(F) gilt. Aus dem Satz vom schwachem komplementéiren Schlupf, vgl.
die Vorlesung , Einfithrung in die Optimierung“, folgt y = 0 fiir alle i ¢ eq(F).
Damit ist der erste Teil des Beweises vollendet, da y* ganzzahlig, y; = 0 fiir
alle i & eq(F), yi > 0 fir alle i € eq(F) und c eine nichtnegative ganzzahlige
Kombination der Vektoren von Aeq(r) ist.

Fiir die Umkehrung sei ¢ € Z", so dass v := min{b’y : ATy = ¢,y > 0}
existiert. Aus dem Dualitétssatz der Linearen Optimierung, vgl. die Vorlesung
,Einfiihrung in die Optimierung®, wissen wir, dass der Wert v := max{c’x :
Az < b} existiert. Sei F' = {x € R": Az < b,c’x = v} eine Seitenfliiche von P,
die den Optimalwert der Funktion ¢ annimmt. Wir bemerken, dass ¢ € C(Aeq(r))
aufgrund des Satzes vom schwachem komplementéren Schlupf, vgl. die Vorlesung
,Einfiihrung in die Optimierung“, gilt und es gibt einen Vektor y* > 0 mit y* =0
fiir alle ¢ € eq(F) und esist ¢ = ;) Ai-y; - Da die Menge Aeq(r) eine Hilbert-
Basis von C' (AeTq( F)) ist, gibt es einen nichtnegativen ganzzahligen Vektor ¢, so
dass ¢ = Zieeq(m A; y;. Setzen wir y; := 0 fiir alle ¢ € eq(F') und y; := y; fiir alle
i € eq(F), so haben wir den ganzzahligen Vektor y gefunden, so dass ATy = ¢
und y > 0 ist. Weiter gilt fiir x € F

by = Z yibi = Z yiAsz =clez=7.
i€eq(F) i€eq(F)
Also ist Az < b total dual integral. U

Als Anwendung von Satz 2.34 zeigen wir, dass TDI eines Ungleichungssystems
erhalten bleibt, wenn wir uns auf Teilsysteme, die Seitenflichen des mit dem
Originalsystem assoziierten Polyeders induzieren, beschranken.
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Folgerung 2.35 Sei A € Q™" b e Q™,ce Q",d € Q. Hat das Ungleichungs-
system Az < b,cl'x < d die Eigenschaft TDI zu sein, dann ist auch das System
Az <b, 'z <d, —c'x < —d TDI.

Beweis. Sei F' eine Seitenfliiche des Polyeders conv{x € R" : Azx < b, cTx <

d, —cl'z § —d}. Dann ist F' ebenso eine Seitenflache des Polyeders conv {z € R™ :
Az < b, c"r < d}. Da Az < b,z < d TDI ist, folgern wir mit Satz 2.34, dass
AZ;(F) c eine Hilbert-Basis des Kegels C'(AL eq(F)» ) 18t. Sei z € C(AL eq(F)) G =€) N
Z". Dann ist z von der Form

Z N A + e — oc

i€eq(F)

mit A\; > 0,7 € eq(F), p >0, 0 > 0. Dies ist dquivalent zu z + oc € C(Aeq(F) c).
Sei 0’ € N, 0/ > 0 so gewéhlt, dass o'c € Z ist. Es folgt z+0'c € C(Aeq(F) c). Da

Aleq( ) ¢ eine Hilbert-Basis von ¢ (AeTq( r) €) ist, kénnen wir z+o’c auch schreiben
als

z+0o'c= Z NA; + e

iceq(F)
wobei A, > 0 ganzzahlig ist fiir alle ¢ € eq(F') und ganzzahliges 1/ > 0. Es folgt,
dass
Z NA; + ple—de,
i€eq(F)

d.h. z kann als nichtnegative ganzzahlige Kombination der Erzeugenden des
Kegels C(Ae a(F) & —c) ausgedriickt werden. Daraus folgt, dass A a(F) G —C ei-
ne Hilbert-Basis von C(AeTq(F —c) ist. Aus Satz 2.34 folgt nun dle Behaup—
tung. i
Das folgende Theorem gibt eine weitere Charakterisierung von TDI {iber Hilbert-
Basen. Diese ist hilfreich, wenn man algorithmisch iiberpriifen mochte, ob ein
Ungleichungssystem TDI ist.

Satz 2.36 Sei A € Q™" und b € Q™ rational, so dass P = {x € R" | Az <
b} #£ 0 gilt. Das System Ax < b ist genau dann TDI, wenn

(1) die Zeilen von A eine Hilbert-Basis des Kegels, der von den Zeilen von A
aufgespannt wird, bilden, und

(2) fiir jede Teilmenge S C {1,...,m} das lineare Programm

min{bTy | ATy = ZAi" y >0}

€S

eine ganzzahlige Optimallésung hat.
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Beweis. Ist Az < b TDI, dann bilden die Zeilen von A eine Hilbert-Basis. Ist
dies nicht der Fall, dann gibt es ein z € C'(Ay., ..., Ay, ) NZ", das nicht als nicht-
negative ganzzahlige Kombination von Ay, ..., A,,. geschrieben werden kann. Da
P # 0, existiert der Wert min{b’y : ATy = 2, y > 0} und die optimale Losung
wird nicht durch einen ganzzahligen Vektor angenommen, ein Widerspruch zur
Definition eines TDI-Systems.

Bedingung (2) folgt direkt aus der Definition eines TDI-Systems. Beachte, dass,
falls ¢ := ), ¢ A;. nicht ganzzahlig ist, man ein geeigneten Skalar A finden kann,
so dass ATy = ¢ eine ganzzahlige Losung hat genau dann, wenn AATy = Ac eine
ganzzahlige Losung hat.

Fiir die umgekehrte Richtung, nehmen wir an, dass die Zeilen von A eine Hilbert-
Basis bilden und dass fiir jede Menge S C {1,...,m} das lineare Optimierungs-
problem

min{b’y : Ay = ZAZ:, y >0}

ics

eine ganzzahlige optimale Losung hat. Wir miissen zeigen, dass fiir jedes ganz-
zahlige ¢ € Z", fiir das der Wert v = min{bTy : ATy = ¢, y > 0} existiert,
dieser von einer ganzzahligen Losung angenommen wird. Da die Zeilen von A
eine Hilbert-Basis bilden, wissen wir, dass es einen ganzzahligen Vektor y gibt,
so dass ATy = ¢, y > 0 ist. Sei y* eine ganzzahlige Losung von ATy* = ¢, y* > 0,
wobei bTy* so klein als moglich ist. Definiere S als den Support von y*, d.h.
S={ie{l,...,m}: yF >0}
Wir zeigen als Zwischenschritt, dass ) . ¢ b; der optimale Wert des Hilfsproblems
min{b’y : ATy = Y, g A, y > 0} ist. Nach unserer Annahme gibt es eine
ganzzahlige optimale Losung «* von min{b"y : ATy = Y, o A;, y > 0}. Ist
(uw*)Th < > cgbi = (D eg€’)'b, dann ist v definiert durch v; := v} fiir alle ¢ ¢ S
und v; := uf—1 fiir alle 7 € S ganzzahlig und erfiillt v > —1. Dann ist y*+v grofer
oder gleich 0 und ganzzahlig, ebenso A” (y*+v) = AT (y*)+ATu*— AT Y, g’ = ¢
und b7 (y* +v) < b7 (y*), was ein Widerspruch zur Wahl von y* ist.
Wir folgern, dass Y, ¢b; das Optimum des Hilfsproblems min{b"y : A’y =
> ies Ai, y > 0} ist und dass ), g €' eine optimale Losung fiir dieses Problem ist,
die den Zielfunktsionswert ), ¢ b; annimmt. Aus dem Satz vom komplementéren
Schlupf folgt die Existenz eines Vektors z* € P, so dass Al z* = b, fiir allei € S,
Alz* < b; fiir alle @ ¢ S ist und dass «* die Zielfunktion ), 4 A;. maximiert.
Damit haben wir ein Paar x*,y* von primal, dual zuléssigen Losungen mit

Tt = () A" =Y yrAlet =) yibi = b"y".

€S €S

Es folgt, dass der ganzzahlige Vektor y* das Problem min{bTy : ATy = ¢, y > 0}
16st. [
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Der folgende Satz zeigt, dass es zu jedem rationalen Polyeder P ein Ungleichungs-
system mit der TDI-Eigenschaft gibt. Man erhélt es, indem man zu jeder mini-
malen Seitenfliche F' von P eine Hilbert-Basis des Kegels berechnet, der durch
die F' induzierenden Ungleichungen aufgespannt wird.

Satz 2.37 Jedes rationale Polyeder P kann durch ein TDI-System der Form
Az < b, wobei A ganzzahlig ist, beschrieben werden.

Beweis. Sei P = P(D,d) mit D € Q™" d € Q™ und Dz < d nicht redundant.
Seien F1, ..., F}; alle (minimalen) Seitenflichen von P. Sei H; C Z™ eine minimale
ganzzahlige Hilbert-Basis des Kegels C (ng( Fi))‘ Definiere A als die Matrix, de-

ren Zeilen zu allen Vektoren in Ule ‘H; gehoren. Betrachte den k-ten Zeilenvektor
Ag. von A. Dann ist Ay. ein Element einer ganzzahligen Hilbert-Basis, wir nennen
diese H;. Also ist A eine ganzzahlige Matrix. Wir definieren den k-ten Koeffizi-
enten des Vektors b zu max{(4.)'z : z € P}. Beachte, dass dieses Maximum
existiert, da fiir A, € H; gilt

(2.2) b, = max{Al z: v € P} = Al % fiir alle & € F},

wegen Ay € C(D]p,)).
Wir behaupten P = {x € R": Az < b}.
(1) Sicherlich gilt
P C{zeR": Az < b},

da fiir jedes y € P und Zeilenindex k der Matrix A gilt: ATy < max{Alx: z €
P} =0y

(2) Ist umgekehrt y ¢ P, dann gibt es einen Zeilenindex [ € {1,...,m}, so dass
Dy > d; ist. Sei 1 € {1,...,t}, so dass [ € eq(F;). Der Index i ist wohldefiniert,
da D nicht redundant ist.

Sei 0 > 0 ein Skalar, so dass dD;,. € Z". Es gibt nichtnegative ganzzahlige Vielfa-
che 01, ..., 0, fiir die Elemente in {a', ..., a*} = H;, so dass

5Dl. = i 5waw.
w=1

Unter Beriicksichtigung von (2.2) erhalten wir fiir & € F;

> 6u(a”)"y = 0Dy > 6dy = 6D.i =Y 6,(a")"E = Subu,
w=1 w=1

w=1

wobei b, diejenige Komponente der rechten Seite b ist, die zur Zeile a® von A
gehort. Also gibt es ein @ € {1,...,s}, so dass (a®)Ty > by. Das vollendet den
Beweis, dass P = {x € R" : Az < b} ist.

Das System Ax < b ist TDI, denn ist F; eine Seitenfliche von P und
{a',...,a®} = H;, soist (a*)Tz = b, fiir alle z € F; und w € {1,...,s}, siche
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(2.2). Zusitzlich ist {a', ..., a®} eine ganzzahlige Hilbert-Basis von C(A;(Fi)) =

C (ng( Fi))' Unter Anwendung von Satz 2.34 folgt die Behauptung. i
In der Tat gilt sogar, dass P genau dann ganzzahlig ist, wenn b ganzzahlig gew&hlt
werden kann. Die eine Richtung erhélt man aus dem Beweis von Satz 2.37, denn
P ist genau dann ganzzahlig, wenn jede minimale Seitenflaiche einen ganzzahli-
gen Punkt enthélt. Konstruieren wir unser TDI-System wie im Beweis von Satz
2.37, so erfiillt jeder ganzzahlige Punkt z einer Seitenflache einige der Unglei-
chungen von Ax < b mit Gleichheit. Aufgrund von (2.2) miissen die zugehorigen
Komponenten von b ganzzahlig sein. Umgekehrt impliziert Satz 2.30 im Falle der
Ganzzahligkeit von b die Ganzzahligkeit von P. Damit gilt

Folgerung 2.39 FEin rationales Polyeder P ist genau dann ganzzahlig, wenn es
ein TDI- System der Form Az < b (mit A und b ganzzahlig) gibt, das P beschreibt.

Anwendungsbeispiele

Es gibt viele Beispiele fiir TDI-Systeme, von denen hier exemplarisch zwei ge-
nannt seien.

Eine 0/1 Matrix A heifit balanciert, falls sie keine ungerade quadratische Unter-
matrix mit zwei Einsen pro Zeile und Spalte enthélt. [13] haben gezeigt, dass das
System Ax < 1, z > 0 die TDI-Eigenschaft besitzt, falls A balanciert ist.
Héufig werden TDI Systeme auch dazu verwendet, diskrete Min-Max Resultate
zu beweisen, vgl. das Max-Flow-Min-Cut Theorem 2.20. Dazu betrachten wir
folgendes Beispiel:

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Sei |E| = m und wihle einen bestimmten
Knoten r € V. Eine r-Arboreszenz ist eine Teilmenge £’ von E mit |E'| = |V|—1
Bogen, so dass es fiir jeden Knoten v # r genau einen Bogen in E’ gibt, dessen
Endknoten v ist. In Formeln,

0" (v)NE'| =1firalleveV\{r}

Ein r-Schnitt ist eine Teilmenge der Bogen der Form 6~ (U) mit ) £ U C V' \
{r}. Sei C die Menge aller r-Schnitte von G' und bezeichne A die +1/0 Matrix,
deren Zeilen die Inzidenzvektoren aller r-Schnitte in C' représentieren. [10] haben
gezeigt, dass das System

(2.3) {r eR™| Az > 1, z > 0}

TDI ist.

Mit diesem Resultat kann man einfach Fulkersons Satz von der optimalen Ar-
boreszenz [15] beweisen. Sei ¢ € N{' ein nicht-negativer ganzzahliger Vektor.
Aufgrund von (2.3) und der LP-Dualitdt erhalten wir, dass

min{c’z | Az > 1, > 0} =max{1"y | ATy <c,y>0}
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und beide Optima von ganzzahligen Punkten z* und y* angenommen werden,
siehe Satz 2.30. Das heift, die minimale (bzgl. ¢) r-Arboreszenz ist gleich der
maximalen Anzahl von r-Schnitten, wobei kein Bogen uv € E in mehr als ¢,
r-Schnitten enthalten ist.
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Kapitel 3

Relaxierungen

Betrachten wir ein allgemeines gemischt-ganzzahliges Programm wie in Definition
1.1 eingefiihrt.

min 'z

(3.1) Az <b
r €I P X R,

wobei A € R™" ¢ € R" b € R™ und p = {0,...,n}.

Im vorigen Kapitel haben wir untersucht, unter welchen Bedingungen wir ganz-
zahlige Losungen bekommen, ohne dass wir dies explizit fordern mussten und
xr € Z"7P durch x € R"7P setzen konnten. In diesem Kapitel behandeln wir Me-
thoden, die versuchen mit dem allgemeinen (NP-schweren) Fall umzugehen. Die
Grundidee aller Methoden ist, einen Teil, der das Problem schwierig macht, los zu
werden. Sie unterscheiden sich in der Art und Weise, wie der geloschte Teil in das
Problem zuriickgefiihrt wird. In Kapitel 3.1 betrachten wir LP-Relaxierungen.
Hier vernachlassigen wir die Ganzzahligkeitsbedingungen und versuchen diese
durch Hinzufiigen von Schnittebenen zu erreichen. In Kapitel 3.2 16schen wir
einen Teil der Nebenbedingungen und transferieren diese in die Zielfunktion ver-
sehen mit einem Strafparamater fiir Nichteinhaltung der Bedingungen. In Kapitel
3.3 diskutieren wir Dekompositionsmethoden, u.a. Dantzig-Wolfe und Benders’
Dekomposition. Diese Methoden 16schen ebenfalls einen Teil der Nebenbedin-
gungsmatrix, reformulieren den geloschten Teil und fiigen den reformulierten Teil
wieder in das Gesamtproblem ein.
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|
3.1 LP-Relaxierungen

Relaxieren wir die Ganzzahligkeitsbedingungen in (3.1) so erhalten wir die sog.
LP-Relaxierung von (3.1):

min 'z

(3.2) Az <b
r e R™

Zur Losung linearer Programme sind polynomiale und effiziente Methoden be-
kannt, wie wir sie ausfiihrlich in der Vorlesung ,,Einfiihrung in die Optimierung*
diskutiert haben. Falls die optimale Losung x* der LP-Relaxierung ganzzahlig ist,
haben wir (3.1) gelost. Andernfalls muss es eine Ungleichung geben (auch Schnit-
tebene genannt) die z* von P; = conv ({z € Z" P x R? | Az < b}) trennt. Das
Problem, eine solche Ungleichung zu finden, nennt man das Separierungsproblem,
siche Vorlesung , Einfiihrung in die Optimierung“. Finden wir eine solche Un-
gleichung, so verbessern wir die LP-Relaxierung, indem wir die Ungleichung dem
LP hinzufiigen und fahren fort. Dieser Gesamtprozess wird auch als Schnittebe-
nenverfahren bezeichnet. Da wir wissen, dass SEP und OPT &quivalent sind, vgl.
die Vorlesung ,, Einfiihrung in die Optimierung®, konnen wir nicht erwarten, auf
diese Weise immer eine Optimallésung zu finden. Falls wir das nicht tun, d.h. die
optimale LP Losung ist gebrochen und wir finden keine weiteren Ungleichungen,
betten wir das Verfahren in ein Enumerationsschema ein, siehe dazu Kapitel 4.
Wir hoffen aber, durch das Schnittebenenverfahren die Ausgangsformulierung so
zu verbessern, dass der anschlieBende Enumerationsaufwand gering bleibt.

Der Schliissel zum Erfolg dieser Methode ist also, gute Ungleichungen fiir das
zugrundeliegende Polyeder zu kennen/finden. Wir diskutieren zunichst Wege,
Ungleichungen zu generieren, die unabhingig von der zugrundeliegenden Pro-
blemstruktur sind und schauen dann auf MIPs mit spezieller lokaler Struktur.

3.1.1 Allgemeine Schnittebenen

In diesem Kapitel behandeln wir eine Klasse von Ungleichungen, die giiltig fiir P,
ist und die unabhéngig von jeder Problemstruktur angewandt werden kann ([19],
[6]). Wir werden sehen, dass diese Klasse das Potential hat, P; vollstéindig zu
beschreiben. Es gibt zwei Zugéinge fiir diese Ungleichungen, einen geometrischen
und einen algorithmischen. Wir beginnen mit dem geometrischen Ansatz und
beschrinken uns zunéchst auf rein ganzzahlige Probleme.

Chvatals geometrischer Zugang
Betrachten wir ein rationales Polyeder

P:={xeR": Az < b}
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mit A € Q™*", b € Q™. Wir wollen eine lineare Beschreibung von

Py :=conv{r € Z" : Az <b}.

finden. Nach Beobachtung 2.12 ist P = P; genau dann, wenn jede (minimale)
Seitenfliche von P ganzzahlige Punkte enthélt. Dies wiederum ist dquivalent
dazu, dass jede Stiitzhyperebene ganzzahlige Punkte enthélt.

Lemma 3.2 Sei P ein Polyeder. Dann enthdlt jede minimale Seitenfliche von
P ganzzahlige Punkte genau dann, wenn jede Stiitzhyperebene ganzzahlige Punkte
enthdlt.

Beweis. Ubung. U

Die Idee der Methode, die wir nun diskutieren, ist, sich jede Stiitzhyperebene von
P anzuschauen und sie solange nédher an P; zu schieben, bis sie einen ganzzahligen
Punkt enthélt.

Sei {x € R" : ¢T'x = §} eine Stiitzhyperebene P mit P C {z € R" : Tz < 6}
und c ganzzahlig. Offensichtlich gilt

PrC{zeR": "o <|§]}.

Diese Beobachtung legt nahe, alle Stiitzhyperebenen mit ganzzahliger linker Seite
zu nehmen und die rechte Seite zu runden, um eine schérfere Formulierung zu
erhalten. Definiere dazu

(3.3)
Pl:={zeR": Tz < |d] fiir alle Stiitzhyperebenen
{xr e R": ¢’z = §} von P mit ¢ ganzzahlig}.

Auf den ersten Blick ist nicht klar, ob P! wieder ein Polyeder ist, weil es unendlich
viele Stiitzhyperebenen gibt. Wir werden jedoch beweisen, dass P! tatsiichlich
wieder ein Polyeder ist. Damit konnen wir das Verfahren fortsetzen und dasselbe
Spiel mit P! machen. Definiere

(3.4) P%:= P und P! = (P
Die folgenden Beziehungen sind offensichtlich.
(3.5) P=P'D>P'D>...DP.

Damit stellt sich die Frage, ob dieses Verfahren endlich ist. In der Tat, es ist es,
und wir werden zeigen, dass P! = P; fiir ein ¢t € N. Das heif}t, dass P! unser Ziel
liefert, ndmlich eine Beschreibung P; in Form von linearen Ungleichungen.

Wir beginnen mit dem Beweis, dass P! ein Polyeder ist. Wir erinnern uns aus
Satz 2.37, dass jedes rationale Polyeder durch ein TDI System der Form Az < b
mit A ganzzahlig beschrieben werden kann. Und in der Tat, runden wir die rechte
Seite dieses Systems, so erhalten wir P1.
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Satz 3.6 Sei P ={z € R": Ax < b} mit Ax < b TDI und A ganzzahlig. Dann
gilt P' ={x e R": Az < |b]}, d.h. P! ist ein Polyeder.

Beweis. Im Falle P = () ist nichts zu beweisen. Sei P # (). Offensichtlich gilt
P'C{zr eR": Az < |b]} (wihle als Stiitzhyperebene {z € R" : A; x < b;}).
Um die Umkehrung zu beweisen, sei {z € R" : ¢’z = ¢} eine Stiitzhyperebene
von P mit P C {z € R" : Ty < 0} und c¢ ganzzahlig, 6 € Q. Aus dem
Dualitédtssatz der Linearen Optimierung wissen wir

§ =max{c’r: Ax < b,z € R"} = min{y’b: ATy = ¢, y > 0}.

Da Az < b TDI ist, gibt es eine ganzzahlige optimale Losung y* von min{y”b :
ATy = ¢, y > 0}. Da x die Ungleichung Az < |b] erfiillt, gilt cTo = (ATy*)Ta =
(y)" (Az) < (y*)"[b) = [(¥")"[b]] < L(y")"0] = [0]. Es folgt

{r eR": Az < |b]} C{z € R": 'z < |§]}.
Also gilt

{r e R": Az < |b]} gﬂ{xER”: 'z < 6]} = P,
c,0

wobei die Schnittmenge iiber allen Stiitzhyperebenen {z € R™ : ¢’z = ¢} mit
ganzzahligem ¢ und P C {z € R": ¢’z < §} genommen wird. O

Folgerung 3.7 Sei F' eine Seitenfliche von P. Dann gilt F* = PN F.

Beweis. Sei P = {x € R" : Az < b} mit Az < b TDI und A ganzzahlig.
Sei ' = {x € P : ¢z = §} eine Seitenfliiche von P mit ¢, ganzzahhg und
P C{x € R": c'x < §}. Satz 2.34 impliziert, dass das System { Az < b, Tz < §}
ebenso TDI ist. Also ist nach Korollar 2.35 {Az < b, ¢!z = §} auch TDI. Wir
erhalten nach Satz 3.6

P'NnF =P nPn{zxeR": lz=4}
={reR": Az < |b],
={reR": Az < |b], I
= [

Bemerkung 3.8

(a) F*' ist eine (méglicherweise leere) Seitenfliche von P!, da F*' = P*NF =
PlnPn{zeR": e =6} =P n{zeR": ¢ a:—cS} (beachte, dass
PrCPC{zeR": Tz <d}).
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e
(b) Die wiederholte Anwendung von Korollar 3.7 liefert

Ft=P'NF firt=1,2,...

Nun haben wir alles zusammen, um die Endlichkeit der Rundeverfahrens zu zei-
gen.

Satz 3.9 Sei P ein rationales Polyeder. Dann gibt es eine natiirliche Zahlt € N,
so dass P! = P;.

Beweis. Ist P = (), dann folgt P° = P = P;. Wir kénnen also P # () annehmen.
Wir beweisen die Behauptung mittels Induktion nach der Dimension d von P.

Ist d = 0, dann gilt P = {z} fiir ein z € R™ Ist © € Z", so erhalten wir
PY = P = P;. Im anderen Fall ist (z ¢ Z") P! = () = P;. Es sei d > 0 und
die Behauptung sei wahr fiir alle Polyeder von kleinerer Dimension. Wir zeigen
zunéchst, dass wir 0.B.d.A. annehmen kénnen, dass P volldimensional ist.

Sei {x € R" : Az = b} die affine Hiille von P, d.h. P C {z € R" : Ax = b}.
0.B.d.A. ist A eine ganzzahlige Matrix mit vollem Zeilenrang, d.h. der Zeilenrang
von A ist n — d.

Falls {x € R" : Az = b} keine ganzzahlige Losung hat, dann gibt es ein y € Q™
mit ¢ := ATy € Z" und § := bTy ¢ Z nach Satz 2.27. Jedes x € P erfiillt Az = b
und damit gilt ¢’z = (ATy) e = yT Az = yTb = 5. Also ist {x € R* : Tz = §}
eine Stiitzhyperebene von P. Wir folgern

P'C{rcR": Tx<|6],fx>T[0]}=0

woraus wiederum P; C P! = () folgt.

Nun sei & eine ganzzahlige Losung von {x € R" : Az = b}. Satz 3.9 ist invariant
unter Verschiebung um den Vektor Z und somit kénnen wir aff (P) = {z € R":
Az = 0} annehmen. Aus Satz 2.25 und Bemerkung 2.26 (a) sowie der Tatsache,
dass der Zeilenrang von A gleich n—d ist, folgt, dass es eine regulédre unimodulare
Matrix U gibt mit AU = [B,0] und B € Z"~D*(0=d) jst regulir. Da U regulér
und unimodular ist, ist auch U~! unimodular und die Variablentransformation

z=Uz.

verletzt nicht die Giiltigkeit des Satzes, insbesondere gilt z € Z" < z € Z". Wir
konnen annehmen, dass aff (P) = {z € R" : [B,0]z = 0} = {0}"¢ x R? gilt.
Jede Stiitzhyperebene H = {x € R" : ¢’z = §} von P wird in die Standardform
H ={x € R": Y0 0w + 30, 4o cTay = ) iiberfithrt, indem geeignete
Vielfache der Zeilen von [B, 0] zu ¢ addiert werden. Bei der Konstruktion von P*
kénnen wir uns auf die Stiitzhyperebenen der Form H’ beschrinken. Wir konnen
also n —d = 0 annehmen, d.h. P ist volldimensional.
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Wir behaupten, es gibt eine ganzzahlige Matrix W, einen rationalen Vektor w
und einen ganzzahligen Vektor w’, so dass P = {x € R" : Wz < w} und
Pr={z e R": Wzx < w'} ist. Um dies nachzuvollziehen, sei P = {z € R" :
Ar < b} und P; = {x € R* : Cz < b} mit ganzzahligen Matrizen A und

C. Definiere W := [2] Fiir jeden Zeilenindex von W liefert die Wahl w; :=

max{W; .z : x € P} und w} := max{W,.x : x € P;} das Gewiinschte. Beachte,
dass wir annehmen konnen, dass P bereits zu Beginn in dieser Form gegeben ist,
da in der Konstruktion von P! alle Stiitzhyperebenen von P betrachtet werden,
insbesondere alle Zeilen der Matrix W.

Betrachte eine Ungleichung a’z < 3’ des Systems Wax < w’. Wir behaupten,
dass es eine natiirliche Zahl s € N gibt mit P* C {z € R" : T2 < '}
Nehmen wir das Gegenteil an. Sei a’x < 3 die zugehoérige Ungleichung von
Wz < w. Wegen P! C {z € R": a2 < [B]} gibt es ein 8” € Z und r € N, so
dass gilt:

p' < p" < [B]) und

PtC{reR": aTax < p"}

P Z{zxeR": a¥x < B" — 1} fiir alle u > 7.

Auf Grund der Wahl von r ist {x E R" : a’x = B"} eine Stiitzhyperebene von
P (beachte, dass P € {x € R" : aTx < 8"}, da P volldimensional) und damit
hat FF := PN {x € R" : o'z = "} eine geringere Dimension als n. Weiter
folgern wir aus Py C {a’x < ('}, dass F NZ" =  gilt. Also existiert nach der
Induktionsannahme ein ¢ € N mit F'? = (). Aus Bemerkung 3.8 (b) folgt

) = F1 (Prﬂ{xeR”:ax—ﬁ”})
=Ptin{reR": oTx=p"}.

Es gilt also P™9 C {z € R": aTx < "}, was heifit P77 C {z e R": o’z <
p" — 1} und dies ist ein Widerspruch zur Wahl von 8” und r.

Da a’z < ' beliebig gewihlt war und das System Wz < w’ endlich ist, haben
wir Satz 3.9 bewiesen. i

Betrachten wir uns noch einmal, was wir bisher gezeigt haben. Die Vorgehens-
Weise, um eine lineare Beschreibung des ganzzahligen Polyeders P; = conv {z €
Z" . Ax < b} zu erreichen, geht wie folgt. Wir beginnen mit der linearen Rela-
xierung P’ = P = {z € R" : Ax < b} von P;. Als niichstes betrachten wir jede
Stiitzhyperebene von P, deren linke Seite ganzzahlig ist und runden die rech-
te Seite nach unten zur néchsten ganzen Zahl ab. Diese Prozedur, fiir alle solche
Stiitzhyperebenen durchgefiihrt, ergibt das Polyeder P!. Satz 3.6 zeigt, dass keine
Notwendigkeit besteht, alle Stiitzhyperebenen zu testen. Alles, was wir benétigen,
ist ein TDI-System Dx < d, das P beschreibt. Fiir dieses TDI-System miissen
wir den Vektor der rechten Seite d nach unten abrunden. Im Beweis von Satz 2.37
haben wir das TDI-System fiir ein rationales Polyeder P explizit konstruiert, in-
dem wir fiir jede Seitenfldche F' von P eine Hilbert-Basis des Kegels cone (Aeq(r))
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erzeugen. Letztendlich erhalten wir mit einem Verfahren zur Konstruktion einer
Hilbert-Basis fiir einen polyedrischen Kegel insgesamt einen Algorithmus zur Be-
rechnung von P!. Nach Satz 3.9 miissen wir diesen Algorithmus nur eine endliche
Zahl von Schritten durchfiihren, um eine lineare Beschreibung von P; zu erzielen.

Dennoch ist die gesamte Prozedur kaum praktikabel. Zunéchst ist die Zahl ¢t € N
in Satz 3.9 moglicherweise exponentiell in der Kodierungslange der Eingabegrofien
A, b (siche Ubung). Zweitens miissen wir in jeder Iteration i Hilbert-Basen fiir
alle Kegel bestimmen, die von den Seitenflichen von P! erzeugt werden. Im
Allgemeinen ist nicht nur die Zahl der Seitenflichen exponentiell, wir kénnen
auch die Hilbert-Basen nicht in polynomialer Zeit berechnen.

Andererseits ist zum Losen von (3.1) eine vollsténdige Beschreibung von Py =
conv {x € Z" : Az < b} nicht notwendig. Alles, was wir benétigen, ist das Finden
einer optimalen Losung. Anders ausgedriickt, wir sind nur an einer Seitenfliche
interessiert, nadmlich an der, die die optimalen Losungen enthélt. Ja sogar fiir
diese Seitenflache ist es nicht unbedingt notwendig, eine Hilbert-Basis fiir den
zugehorigen Kegel zu bestimmen. Wir stellen uns also die Frage, ob es mdoglich
ist, ganzzahlige Vektoren in diesem Kegel nach Bedarf zu bestimmen. Wir nehmen
an, wir beginnen mit der Losung der LP-Relaxierung max{c’z : Ax < b}. Sei x*
eine optimale Losung, die nicht ganzzahlig ist. Die zentrale Frage besteht darin,
einen ganzzahligen Vektor in C(Aeq(,+)) zu finden, der die momentane optimale
Losung abschneidet, d.h. finde d € Z" N C(Aeq(z+)) mit dz* ¢ Z.

Gomorys algorithmischer Ansatz

[19] schlug einen systematischen Weg vor, um einen solchen Vektor d durch Aus-
wertung der Information aus dem Simplexalgorithmus zu erhalten. Wir nehmen
an, A und b seien ganzzahlig. Wir nehmen weiterhin an, dass (3.1) in Standard-
form

max ch

Ax =b
xEZ"

mit P={r € R": Az =b, 2 >0} und P, =conv{r € Z" : Ax =0b, x > 0} ist.
Dies kann durch Aufspaltung von x in 27 und 2~ mit z = 2" — 27, 27,27 >0
erreicht werden, wenn die Nichtnegativitits-Bedingungen nicht in das System
Az < b aufgenommen werden, wobei Schlupfvariablen fiir die kleiner oder gleich
Bedingungen eingefiihrt werden. Beachte, dass fiir die Schlupfvariablen ebenfalls
Ganzzahligkeit gefordert werden kann, da alle Werte ganzzahlig sind.

Losen wir die LP-Relaxierung
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max clx
Ar =0
z >0

mittels der Simplexmethode, so erhalten wir eine optimale Losung x* und eine
optimale Basis B mit B C {1,...,n}, |B] = m und Ap reguldr. Uber die Basis
B driicken sich die Werte von x* aus als

(3.6) vy = Ag'b — A Ay
xy =0.
Ist * ganzzahlig, haben wir eine optimale Losung fiir (3.1). Im anderen Fall ist

einer der Werte x%; gebrochen. Sei i € B ein Index mit 2} ¢ Z. Da jede zuléssige
ganzzahlige Losung (3.6) erfiillt, gilt

(3.7) Ao = ATA ;€T

JEN

fiir alle ganzzahligen Lésungen x. (3.7) gilt auch, wenn wir ganzzahlige Vielfache
von xj, j € N, oder eine ganze Zahl zu A;’ 1b addieren. Wir erhalten

(3.8) FIAZID) =) f(ATA )z € Z
jEN
fiir alle ganzzahligen Losungen x, wobei f(a) = a — |af fir o € R ist. Da

0< f(-) <1und x>0 ist, folgt

FIAID) = F(AA )z <0.

jEN
Also ist die Ungleichung
(3.9) > fATIA )z = F(A'D)

JEN
giiltig fiir alle zuléssigen ganzzahligen Losungen x. Weiterhin ist sie von der mo-
mentanen LP-Losung 2* verletzt, da a3 = 0 und f(A;'b) = f(a]) > 0 ist.

Es stellt sich heraus, dass (3.9) in der Tat eine Stiitzhyperebene von P mit
ganzzahliger linker Seite ist. Um dies zu sehen, subtrahiere A;'Az = A;'b <

i+ ZjeN Ai_,lA.j:cj = A;lb von (3.9) und man erhélt

Tt Yy AT A ey < LAY,

JEN
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und damit, wenn die rechte Seite nicht gerundet ist, eine Stiitzhyperebene von P
mit ganzzahliger linker Seite.

Fiigt man iiberdies diese Ungleichung zu dem System Az = b, x > 0 hinzu,
so erhélt sich die Eigenschaft, dass alle Werte ganzzahlig sind. Also kann die
Schlupfvariable, die fiir die neue Ungleichung eingefiihrt werden muss, ebenso als
ganzzahlig angesehen werden und so das Verfahren iteriert werden. [20] zeigt,
dass mit einer bestimmten Wahl der erzeugenden Zeile fiir die Schnitte ein end-
licher Algorithmus vorliegt, d.h. nachdem eine endliche Zahl an Ungleichungen
hinzugefiigt wurde, wird eine ganzzahlige Losung gefunden. Dies stellt einen al-
ternativen Beweis fiir Satz 3.9 dar.

Beispiel 3.14 Betrachte das folgende IP

max i)
4:171 +x9 < 4
—4171 +Zo S 0
T1,T2 Z 0
x1,To € 7.

Hinzufiigen von Schlupfvariablen ergibt

max X9
dry +x9 +u3 =4
—4x1 +1 x4 =0

L1,X2,X3, T4 ZO
T1,T2,%3,T4 € L.

Die optimale Basis fiir die LP-Relaxierung ist B = {1,2} mit

|

Also ist 7 = (142). Die einzige gebrochene Komponente ist x1 und fir i = 1 wird
(3.7) zu

Sy
NI—= 0ol

N|—= 00—

— %373"‘ %.CC4 € 7,

N

was fir alle ganzzahligen Losungen x gilt. Wir fiigen x4 zur obigen Gleichheit
hinzu, um (3.9) zu erhalten:

1 7 1
8333 -+ 81‘4 2 5

Um zu zeigen, dass die Ungleichung zu einer Stiitzhyperebene gehort, subtrahieren
1

wir x1 + 0xo + %173 — 3Ty = % und erhalten

—$1+I4ZO = L%J
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Driicken wir diese Ungleichung in den Originalvariablen x1,xo aus, erhalten wir
durch Ersetzen der Schlupfvariable x4

—3.771 —+ X9 S 0.

Dies ist eine giiltige Ungleichung fiir Pr = conv{x € Z2 : 4x1 + o < 4, —4x; +
xo < 0}, siehe (3.9).

Gomorys gemischt-ganzzahlige Schnitte

Wir wollen uns schliellich noch mit dem Fall beschéftigen, dass wir kein rein
ganzzahliges Programm haben, sondern ein gemischt-ganzzahliges Programm. In
diesem Fall funktionieren die Ideen von Gomory und Chvatal nicht. Chvatal’s
Ansatz funktioniert nicht, da die rechte Seite in (3.3) nicht abgerundet werden
kann. Gomory’s Ansatz versagt, da es nicht mehr langer moglich ist, ganzzah-
lige Vielfache auf kontinuierliche Variablen zu addieren, um (3.8) aus (3.7) zu
erhalten. So hat beispielsweise % + %xl —2x9 € Z mit 1 € Z,,x5 € R, eine
grofere Losungsmenge (z.B. (1}3)) als 3 + 321 € Z. Wir konnen also nicht mehr
garantieren, dass die Koeffizienten der kontinuierlichen Variablen nichtnegativ
sind und damit die Giiltigkeit von (3.9) nachweisen. Dennoch kann man mittels

des folgenden disjunktiven Arguments giiltige Ungleichungen erzeugen.

Beobachtung 3.15 Sei (a*)Tz < of eine giiltige Ungleichung fiir ein Polyeder
P* C R fir k=1,2. Dann ist

n
Z min(a;, ai)r; < max(a', a?)
1=1

giiltig fiir P* U P% und conv (P! U P?).

Diese Beobachtung kann auf verschiedene Weise giiltige Ungleichungen fiir den
gemischt-ganzzahligen Fall erzeugen. Wir erldutern einen dieser Wege, nédmlich
Gomory’s gemischt ganzzahlige Schnitte.

Wir betrachten wieder die Situation in (3.7), wobei x;,i € B, eine ganze Zahl
sein soll. Wir benutzen die folgenden Abkiirzungen a; = A;'A,;, b= A;'b, f; =
f(@@;), fo= f(b),und N* = {j € N : a; > 0} sowie N~ = N\ N*. Der Ausdruck
(3.7) ist dquivalent zu )y Gjz; = fo + k fiir ein k € Z. Wir unterscheiden nun
die zwei Falle ZjeN a;x; > fo > 0 und ZjeN a;x; < fo—1 < 0. Im ersten Fall

muss
Z a;z; > fo
jEN+
gelten. Im zweiten Fall erhalten wir > jen- 4T < fo— 1, was zu
Jo _
—Jfo &
JEN
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dquivalent ist. Wir wenden nun Beobachtung 3.15 auf die Zerlegung P' = PN{z :
> jen @iy > 0} und P? = PN {x: 37, yasz; <0} an und erhalten die giiltige
Ungleichung

(310) Z C_ijj Z a]xj > fO

jENT ]GN*

Diese Ungleichung kann auf folgende Weise verschérft werden. Man beachte, dass
die Herleitung von (3.10) immer noch giiltig ist, wenn wir ganzzahlige Vielfache
zu ganzzahligen Variablen addieren. Auf diese Weise konnen wir jede ganzzahlige
Variable entweder in die Menge N oder in die Menge N~ einordnen. Ist eine
Variable in N*, so ist der Koeffizient in (3.10) gleich a; und somit ist der beste
mogliche Koeflizient nach der Addition von ganzzahligen Vielfachen f; = f(a;).
In N~ ist der Koeffizient in (3.10) gleich — f‘} a; und somit ist foll ff]) die beste
Wahl. Insgesamt erhalten wir den bestmoghchen Koeffizienten durch die Wahl
von min( f;, L 0(1_ / J)) Dies fithrt auf Gomory’s gemischt-ganzzahligen Schnitt [18]

fo(l—Ff;)
> fizg + > 5T T
i fi<fo 3 fi>fo
j ganzzahlig j ganzzahlig
(3.11)
a.r. — _fo
> a;T; > 0T 2 Jo-
GENT GENT
j nicht ganzzahlig j nicht ganzzahlig

[18] zeigt, dass ein Algorithmus, der auf iterativer Hinzufiigung dieser Unglei-
chungen beruht, min{c’z : z € X} mit X = {z € Z, x R}?: Az = b} in einer
endlichen Anzahl von Schritten 16st, falls ¢’z € Z fur alle x € X gilt.

Man kennt in der Literatur eine ganze Reihe weitere Ungleichungen, die un-
abhéngig von einer bestimmten Problemstruktur sind. Unter diesen findet man
beispielsweise Mixed Integer Rounding Schnitte (MIR) [29] und sogenannte Lift-
and-Project Schnitte [2].

3.1.2 Ungleichungen mit Struktur

Wir haben uns soeben mit giiltigen Ungleichungen fiir allgemeine IP’s und MIP’s
beschéftigt. Richten wir unser Augenmerk auf eine einzelne Nebenbedingung oder
eine kleine Teilmenge von solchen Nebenbedingungen, so kann ein allgemeines
Problem eine gewisse “lokale” Struktur enthalten. So konnen beispielsweise alle
Variablen in einer Nebenbedingung 0/1-Variablen sein, oder ein kleiner Teil eines
MIP kann ein Flussproblem in einem Netzwerk sein. Wir suchen hier nach We-
gen, um strengere Ungleichungen unter Ausnutzung solcher lokaler Strukturen zu
erhalten.
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Rucksack und Cover Ungleichungen

Das Konzept eines Covers wurde in der Literatur haufig benutzt, um giiltige
Ungleichungen fiir (gemischt) ganzzahlige Mengen zu erzeugen. In diesem Ab-
schnitt zeigen wir zunéchst, wie wir dieses Konzept nutzen kénnen, um Cover
Ungleichungen fiir die 0/1-Rucksackmenge zu erzeugen. Wir iiberlegen dann, wie
wir diese Ungleichungen auf komplexere gemischt ganzzahlige Mengen ausdehnen
konnen.

Definition 3.18 Wir betrachten das 0/1-Rucksackpolytop

Px(N,a,b) = {x € {0,1}": Zajxj < b}

JEN

mit nichtnegativen Koeffizienten, d.h. es ist a; > 0 fir j € N und b > 0. Eine
Menge C' C N heifst Cover, wenn gilt:

(3.12) A=Y a;—b>0.

jeC
Zusdtzlich nennt man den Cover C' minimal, wenn a; > X\ fir alle j € C.

Mit jedem Cover C' konnen wir eine einfache giiltige Ungleichung identifizieren,
die aussagt, dass nicht alle Variablen z; fir 7 € C gleichzeitig zu eins gesetzt
werden konnen.

Satz 3.20 [1, 22, 32, 37
Ser C C N ein Cover. Die Coverungleichung

(3.13) » x;<|C] -1

jec

ist giltig fiir Px(N,a,b). Ist iberdies C minimal, dann definiert die Ungleichung
(3.13) eine Facette von Px(C,a,b).

Beweis. Die Giiltigkeit ist offensichtlich. Um zu zeigen, dass diese eine Facette
induziert, nehmen wir an, es gibt eine facetten-definierende Ungleichung b"z < 8
mit {x € P: Y . oa;=|Cl =1} C Fi={z € P: b’z = F}. Mit C; = C'\ {i}
folgt x“ € Fj fiir alle i € C. Damit gilt 0 = b7 y* — bT\J = b; — b; und damit
bi = b; fiir alle 4,5 € C. Also ist b'x < 3 bis auf ein positives Vielfaches die
Coverungleichung. d
Ist ein Cover C' nicht minimal, dann kann man leicht erkennen, dass die zu-
gehorige Coverungleichung redundant ist, d.h. sie ist die Summe einer minimalen
Coverungleichung und einigen Bedingungen, die sich aus oberen Schranken erge-
ben.
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Beispiel 3.22 Betrachte die 0/1-Rucksackmenge

P = {x € {0,1}° : 52y + 5ay + Sas + Hay + 35 + 816 < 17}

C ={1,2,3,4} ist ein minimaler Cover fiir Px und die zugehorige Coverunglei-
chung
T+ T+ a3+ 74 <3

definiert eine Facette von conv({z € {0,1}* : 51 + 5xg + g + Hry < 17}).

Es gibt viele weitere Klassen von Ungleichungen fiir das Rucksack-Polytop, u.a.
sog. (1, k)-Konfigurations- oder “Extended Weight”-Ungleichungen. Dariiber hin-
aus kann die sog. Liftingmethode verwendet werden, um nicht facettendefinierende
Cover Ungleichungen zu verschérfen. Man erhélt die Klasse der “Lifted Cover”
Ungleichungen, auf die wir hier nicht nidher eingehen wollen. Weiterfithrende Li-
teratur hierzu ist zu finden in [33, 36, 28].

Das Separieren der Coverungleichungen ist N'P-schwer ([11, 27]), so dass hier im
allgemeinen auf Heuristiken zuriickgegriffen wird.

Das Konzept eines Covers ist auch sinnvoll bei den Studien der polyedrischen
Struktur von Problemen, die sowohl 0/1 als auch stetige Variablen enthalten.
Betrachte die gemischte 0/1-Rucksackmenge

S={() €{0,1}" xR, : Zajxj <b+ s}
JEN
mit nichtnegativen Koeffizienten, d.h. a; > 0 fiir j € N und b > 0.

Satz 3.23 [29] Sei C C N ein Cover, d.h. C ist eine Teilmenge von N, die
(3.12) erfillt. Die Ungleichung

(3.14) Zmin (a;,\) x; < Zmin(aj,)\) —A+s

jec jec
ist giiltig fiir S. Uberdies definiert die Ungleichung (3.14) eine Facette von
conv(S¢), wobei Se = SN{x: z; =0, j€ N\C} gilt.

Beweis. Wir zeigen die Giiltigkeit der Ungleichung. Zum Beweis der Facetten-
Eigenschaft verweisen wir auf [29].
Sei () € S beliebig. Sei C\ = {j € C : A < a¢;} und C, = C \ C\. Wir

unterscheiden folgende Félle:

1. Cy = 0. Dann gilt

Zajxj§b+s:Zaj—)\+s

jec jel
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2. Cy £ 0.

(a) x; =0 fiir ein j € Cy. Dann gilt

Z)\xj Zajxj_ (|IC\ —1 )\+Zajxj

jely jelly jell,

< (G2 = DA+ Y 4+ 5.

J€Ca

(b) z; =1 fur alle j € C).

me (aj, \)xj; = |Cr|A+ Z a;x;

jGC ]EC&

§|C)\|)\+S—Zaj+b

Jjely

=|C/\|)\+S—Zaj+2aj—)\

VIS jel

=|Ca A+ ) aj—A+s

J€Ca

= Zmin(aj,A) — A+ s.
jeC

O

Beachte, dass jeder Cover C eine Coverungleichung impliziert, die eine Facette
von conv (S¢) definiert. Dies ist anders als im rein ganzzahligen Fall, wo nur
minimale Cover Facetten induzieren.

Beispiel 3.25 Betrachte die gemischte 0/1-Rucksackmenge
S = {(z,5) € {0,1}° x R, : 5y + 5z + Sa3 + Sy + 375 + 816 < 17 + 5}

Wihlen wir C' = {1,2,3,6} als (nichtminimalen) Cover fir S, so definiert die
zugehorige Coverungleichung

5$1+5$2+5$3+6$6§15+8

eine Facette von conv({(x,s) € {0,1}* x R, : 51 + 5xg + Hag + 8x6 < 17 + 5}).

Das Set-Packing Polytop

Ganzzahlige und gemischt ganzzahlige Probleme enthalten oft einige Nebenbe-
dingungen, die nur 0/1-Koeffizienten enthalten. Viele Preprocessingroutinen fiir
ganzzahlige Probleme erzeugen automatisch logische Ungleichungen der Form
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x; +x; < 1,z; < xj, Coverungleichungen, usw. Dies fiihrt auf das Studium von
ganzzahligen Programmen mit 0/1-Matrizen.

Das Studium solcher Probleme und im Besonderen Set-Packing und Covering-
Probleme spielt eine bedeutende Rolle in der kombinatorischen Optimierung. Die-
se Probleme gehoren zu den am haufigsten studierten mit einer weit entwickelten
Theorie, die sich mit Begriffen wie perfekten, idealen, oder balancierten Matri-
zen, perfekten Graphen, der Theorie von blockierenden und anti-blockierenden
Polyedern, Unabhéngigkeitssystemen und semidefiniter Optimierung beschéftigt.
Der Fokus dieses Abschnitts liegt in der (teilweisen) Beschreibung der zugehori-
gen Polyeder mittels Ungleichungen. Unter der Annahme, dass Relaxierungen von
verschiedenen ganzzahligen Problemen auf Set-Packing oder Covering Probleme
fithren, kann das Wissen iiber diese Polyeder genutzt werden, um die Formulie-
rung des Ausgangsproblems zu verschérfen.

Definition 3.26 Sei A € {0,1}™*" eine 0/1-Matriz und ¢ € R". Die ganzzahli-
gen 0/1 Probleme

max{ ¢ z: Az <1, z € {0,1}"}
min{ 'z : Az > 1, z € {0,1}"}

nennen wir das Set-Packing und das Set-Covering Problem, wvgl. Beispiel 1.6.

Jede Spalte j von A kann als der Inzidenzvektor einer Teilmenge F; der Grund-
menge {1,...,m} gesehen werden, d.h. es gilt F; := {i € {1,...,m}: A;; =1}
Mit dieser Interpretation, besteht das Set-Packing Problem darin, eine Auswahl
von Mengen aus Fi, ..., F}, zu finden, die paarweise disjunkt und maximal bzgl.
der Zielfunktion ¢ sind. Analogerweise zielt das Covering-Problem auf das Auffin-
den einer Auswahl von Teilmengen, deren Vereinigung die Grundmenge iiberdeckt
und die minimal bzgl. ¢ ist.

Zulassige Mengen des Set-Packing Problems haben eine schone graphentheoreti-
sche Interpretation. Wir fithren einen Knoten fiir jeden Spaltenindex von A und
eine Kante (4, j) zwischen zwei Knoten ¢ und j ein, falls deren zugehorige Spalten
einen gemeinsamen nichtverschwindenden Eintrag in derselben Zeile haben. Der
resultierende Graph, den wir mit G(A) bezeichnen, heifit (Spalten-) Konfliktgraph
(engl. column intersection graph). Offensichtlich ist jeder zuldssige 0/1-Vektor z,
der die Ungleichung Ax < 1 erfiillt, der Inzidenzvektor einer stabilen Menge
(U C V ist eine stabile Menge, falls aus i,j7 € U die Aussage (i,5) ¢ E folgt)
im Graphen G(A). Umgekehrt ist der Inzidenzvektor einer stabilen Menge in
G(A) eine zulédssige Losung des Set-Packing Problems Az < 1. Also ist das Stu-
dium der stabilen Mengen in Graphen dem Studium des Set-Packing Problems
gleichwertig.

Wir betrachten nun eine 0/1-Matrix A und bezeichnen mit

P(A) = conv{r € {0,1}V: Az < 1}
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das Set-Packing Polytop. Sei G(A) = (V, E) der Konfliktgraph von A. Aus unse-
ren bisherigen Uberlegungen folgt, dass P(A) = conv{z € {0,1}" : z; + x; <
1, (i,j) € E} ist, wobei Letzteres eine Formulierung als ganzzahliges Problem des
Problems der stabilen Mengen in G ist. Anders ausgedriickt, man erhélt mit zwei
Matrizen A und A’ genau dasselbe Set-Packing Polytop, wenn deren zugehorige
Konfliktgraphen iibereinstimmen. Wir kénnen also P(A) betrachten mittels des
Graphen G und bezeichnen nun das Set-Packing Polytop und das Stabile Mengen
Polytop mit P(G).

Zunéchst ein paar einfache Beobachtungen bzgl. P(G):

Bemerkung 3.27
(i) P(G) ist volldimensional.

(ii) P(G) ist absteigend monoton, d.h. v € P(G) impliziert y € P(G) fir al-
le 0 <y < x. Alle nichttrivialen Facetten von P(G) haben nichtnegative
Koeffizienten.

(iii) Die Nichinegativititsbedingungen x; > 0 induzieren Facetten von P(G),
siehe Ubung.

Aus Satz 2.22 wissen wir, dass die Kanten und die Nichtnegativitédtsbedingun-
gen genau dann geniigen, um P(G) zu beschreiben, wenn G bipartit ist. Nicht-
bipartite Graphen enthalten ungerade Kreise. Ungerade Kreise erzeugen neue
giiltige Ungleichungen, die nicht als Linearkombinationen von Kantenungleichun-
gen erzeugt werden koénnen.

Satz 3.28 [31] Sei C' C E ein Kreis ungerader Kardinalitit in G. Die Ungerade-
Kreis Ungleichung
> as MG
T < —

1€V (C)

ist giiltig fir P(G). Die Ungleichung definiert genau dann eine Facette von
P((V(C),E(V(C))), wenn C ein ungerades Loch ist, d.h. ein Kreis ohne Sehne.

Beweis. Die Giiltigkeit der Ungleichung ist klar.

Zur Charakterisierung der Facetten-Eigenschaft betrachte ein ungerades Loch
C mit V(C) = {0,...,k — 1},k € N, ungerade. Sei b'z < 3 eine facetten-
definierende Ungleichung mit F, := {z € P : Zigv(c) T, = %} C I =
{z € P: b'x = B}. Betrachte fiir ein 7 € V(C) die stabilen Mengen S; = {;j :
j=i+2i+4,...,0—=3i—1yund Sy ={j: j=i+2,0+4,...,i—3,i},
wobei alle Indizes modulo k gerechnet sind. Dann gilt 7, ¥*2 € F}, und damit
0 = b7\ —bT\%2 = b;—b;_;. Dai beliebig gewihlt war, folgt b; = b; fiir alle i, j €
V(C). Damit ist b"x < 3 bis auf ein positives Vielfaches die Kreisungleichung.
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Betrachte umgekehrt einen Kreis C' mit Diagonalen. Dann enthélt C' ein un-
gerades Loch H unter Hinzunahme einer Kante ij € E(V(C)) \ C. Betrachte

paarweise verschiedene Knoten 4,5, € V(C)\ V(H) fir l = 1,..., w
mit 7;5; € C. Dann ist Eiev(c) x; < % die Summe aus den giiltigen Unglei-
chungen ZieV(H) x; < % und z;, + x5, <1firl=1,..., w Also
kann es keine Facette induzieren. N

Ungerade-Kreis Ungleichungen koénnen in polynomialer Zeit mittels des Algo-
rithmus aus Lemma 9.1.11 in [21] separiert werden. Graphen G = (V, E), fiir
die P(G) vollig durch die Kantenungleichungen x; + x; < 1 fiir ij € E und die
Ungerader-Kreis Ungleichungen beschrieben wird, heiflen t-perfekt, vgl. Chvétal
[7]. Die Klasse der t-perfekten Graphen enthélt eine Reihe von Graphen, wie z.B.
serien-parallele und bipartite Graphen.

Eine weitere wichtige Klasse von giiltigen Ungleichungen fiir das Stabile Mengen
Polytop sind die Cliquenungleichungen.

Satz 3.29 [14, 31] Sei (C, E(C)) eine Clique in G. Die Ungleichung

ieC
ist giltig fir P(G). Sie definiert genau dann eine Facette von P(G), wenn
(C, E(C)) mazimal bzgl. Knoteninklusion ist.

Beweis. Ubung. i

Graphen G = (V) E), fir die P(G) vollstindig durch die Cliquengleichungen
beschrieben werden, heiflen perfekt, eine Bezeichnungsweise, die auf Berge [4]
zuriickgeht.

Leider ist das Separierungsproblem fiir die Klasse der Cliquenungleichungen N P-
schwer, siehe Satz 9.2.9 in [21]. Uberraschenderweise gibt es eine gréBere Klasse
von Ungleichungen, die sog. orthonormalen Representations-Ungleichungen, die die
Cliquenungleichungen umfassen und die in polynomialer Zeit separiert werden
konnen. Neben den Kreis-, Cliquen und OR-Ungleichungen gibt es eine Menge
anderer Ungleichungen, die fiir das stabile Mengen Polytop bekannt sind. Unter
diesen findet man z.B. die Bliiten-, ungerade Antiloch-, Réder-, Antinetz- und
Netz-, Keil-Ungleichungen (engl. blossom, odd antihole, wheel, antiweb and web,
wedge inequalities) und viele weitere. Auskunft dariiber gibt [5] inklusive einer
Diskussion deren Separierbarkeit.

3.2 Lagrange Relaxierungen

Im vorigen Abschnitt haben wir das gemischt ganzzahlige Problem mittels Re-
laxierung der Ganzzahligkeitsbedingungen zu lésen versucht und durch den Ver-
such, die Ganzzahligkeit der Losung durch Hinzufiigung von Schnittebenen zu
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erreichen. In der Methode, die wir nun betrachten wollen, behalten wir die Ganz-
zahligkeitsbedingungen bei, relaxieren aber die Teile der Nebenbedingungsmatrix,
die Schwierigkeiten erzeugt. Der geloschte Teil wird wieder in das Problem ein-
gefiihrt, indem er in die Zielfunktion mit Straftermen versehen wird. Betrachte
wieder (3.1). Wir zerlegen A und b in zwei Teile A = (ﬁ;) und b = (Z;), wobei
Ay € RMmxn Ay € R™%" b € R™ by € R™ mit my + me = m ist. Dann wird

(3.1) zu

min 'z

Al.’,lf S b1
AQ.’L’ S b2
x € " P x RP.

(3.15)

Betrachte fiir ein festes A € R™', A\ > 0 die folgende Funktion
L\) = min Tz — \T(by — Ayx)

(3.16)

x € P2,
wobei P? = {x € Z"? x RP : Ayx < by} sei. (3.16) nennen wir die Lagrange
Funktion. Offensichtlich ist (3.16) eine untere Schranke fiir (3.15), da fiir jede
zuléssige Losung  von (3.15) gilt

'z >c'z — \'(by — A7) > m})n c'w — A (b — Ayz) = L(N)
xEP?

Da dies fiir jedes A\ > 0 gilt, erhalten wir mit

(3.17) max L(\)

eine untere Schranke fiir (3.1). (3.17) heit Lagrange Relaxierung. Haufig wird 3.17
das “Lagrange Dual” bezeichnet und der gesamte Ansatz Lagrange Relaxierung.
Sei \* eine optimale Losung von (3.17). Es bleiben die Fragen, wie gut ist L(A\*)
und wie kann A* berechnet werden. Eine Antwort auf die erste Frage erhalten wir
durch folgenden Satz.

Satz 3.33 L(\*) = min{c’z: Ajx < b,z € conv(P?)}.

Beweis. Es gilt

L(A\) = min ¢’z — A\ (b; — A7)

reP?

min ¢’z — A(b; — A7)
xE€conv (P2)
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]
Und damit

L(\Y) = max L(X)

=max min 'z — (b — A2).
A>0 z€conv (P?)
Falls P2 = () ist das innere Minimum +oo fiir alle A und damit auch L()\*).
Andernfalls existieren Vektoren vy,...,v; und ey,...,e;, so dass conv (P?) =

conv ({vy,...,vx}) + cone ({e1,...,e}). Damit gilt

- falls (¢" + AT Ap)e; <0
secmin ¢t = X (b= ) = 0y T, — Ay gi cin 3 Ge {{11 N ,7113}
andernfalls.
Also gilt
(3.18) LOW) = max min ¢"v; — AT (by — Aro;)

A>0 je{l,..k}
(" + XTAe; >0 fiiri=1,...,1

Letzteres ist dquivalent zu

L(\*) = Maxy>0,ner 7]

77—|—>\T(b1—A1Uj)§CTUj furjzl,,k
—)\TAleiS cTei fir + = 1,...,1.

Mit dem Dualitatssatz der Linearen Programmierung erhalten wir schliefllich
L) = min (T, ajv; + YL, i)

k
Zj:l o =1
— AL (Y g+ i Bie) = —bi (3, ay)
OZJZOfUI’j:L,k?

=min {c’z : Ajx < by, x € conv (P?)}.

Wegen

{r eR": Az < b} D {r € R": Ayz < by, v € conv (P?)}
Dconv{r € Z" P xR : Ax < b}

erhalten wir aus Satz 3.33
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e
Folgerung 3.34

zrp < LX) < zrp,

wober zpp der optimale Lésungswert der LP-Relaxierung und zyp der optimale
ganzzahlige Losungswert ist.

Es bleibt zu iiberlegen, auf welche Art L(A*) berechnet werden kann. Aus theo-
retischer Sicht kann gezeigt werden, dass unter der Ausnutzung der Aquivalenz
von Separieren und Optimieren L(A*) in polynomialer Zeit berechnet werden
kann, wenn min{c’z : x € conv (P?)} in polynomialer Zeit fiir jede Zielfunkti-
on ¢ berechnet werden kann, siehe [35]. Wir werden darauf spéter noch einmal
zuriickkommen.

Zur Berechnung von L(A*) werden hiufig Subgradientenverfahren verwendet. Da-
zu folgende Uberlegungen:

Satz 3.35 Die Funktion L()\) ist stickweise linear und konkav auf dem Defini-
tionsbereich, iber dem sie beschrinkt ist.

Beweis.

Zunichst beobachten wir, dass L(\) genau dann endlich ist, wenn A in dem
Polyeder {\ € R M Aje; < Tejyi=1,...,1} liegt, siche (3.18). In diesem
Polyeder gilt L(A) = minjeqr, gy ¢’ v;— AT (b1 — Ayv;), d.h. L(X) ist das Minimum
iiber eine endliche Anzahl affiner Funktionen.

Bleibt zu zeigen, dass die Funktion konkav ist. Betrachte dazu A*> = aA!+(1—a)\?
fiir A1, A2, A3 > 0. Zu zeigen ist, L(\?) > aL()\l) + (1 — ) L(N\?). Seien vj, die
zugehorlgen Optimallssungen mit L(AY) = cTvj, + ()T (by — Ayvy,) fiir t = 1,2, 3.
Dann gilt

L(N) = clvj, — ()7 (by — Arvy,)

= clvjy — (@A + (1= )N (b — Ayvy,)

(
= a(c v, — (W) (b1 — Ayg)) + (1 — a)(c vy — (W) (b — Ayoyy))
> oy, — (A (by — Ayy,)) + (1 — a)(c g, — (W) (b — Ayvy,))
=aL(A\Y) + (1 — a)L()?).

O

Definition 3.36 Sei L : R™ +— R eine konkave Funktion. Dann heifit ein Vektor
u € R™ Subgradient an L im Punkt g, falls

L(A) = L(Xo) < u' (A= o)
fiir alle A\ € R™.

Satz 3.37
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(a) Betrachte \° € R'™ und eine Optimallésung x° fiir (3.16). Dann ist ¢° =
A2 — by ein Subgradient an L in \°.

(b) X* mazimiert L genau dann, wenn O ein Subgradient an L in \* ist.

Beweis.

Zu (a): LX) — L(\%) = cTa* — AT(by — A1a?) — (cFa2® — (WO (b, — A120)) <
Tz — AT(by — A12®) — (cTa® — (AT (by — Ayz?)) = (¢°)T (A = \).

Zu (b): Ist 0 ein Subgradient in \*, so gilt L(\) — L(A\*) < 07(A — A\*) = 0 fiir alle
A € R™. Also maximiert A\* die Funktion L. Umgekehrt, falls L(\*) maximal ist,
gilt L(A\*) > L(\) fiir alle A\ € R™, und damit L(\) — L(A*) < 0= 0T(A — \*).
Folglich ist 0 ein Subgradient. [
Also gilt fiir \* die Aussage (¢°)7(A\*—A%) > L(A\*)—L(\°) > 0. Daher kénnen wir,
um \* zu finden, mit einem \° beginnen, dann berechnen wir z° = argmin{c’z —
(AT(by — Ayx) : x € P?} und bestimmen iterativ A%, A', A2, ... indem wir setzen
AL — AF ik gk wobei p¥ eine noch zu bestimmende Schrittlinge ist. Diese
iterative Methode ist die Essenz der Subgradientenmethode.

Algorithmus 3.38 (Subgradientenmethode)
Input: Konkave Funktion L : R" — R.
Output: max{L(\) : A € R} }.

(1) Wihle Ao € R™ beliebig. Setze k = 0.

(2) Berechne L()\y). Sei x* zugehérige Optimallisung.

(3) Ist ein bestimmtes Stop-Kriterium erfiillt, Stop (gib Ay und x* aus).
(4) Wiihle ein neues N1 durch

)\k+1 — )\k + ,ukgk

wobei ¥ eine zu spezifizierende Schrittlinge ist.
(5) Setze k =k + 1 und gehe nach (2).

Satz 3.39 [34]
Falls die konkave Funktion L : R™ +— R nach oben beschrinkt ist und die Folge
(1F) der Schrittlingen limy_,0o p* = 0 und Y oo, i = oo erfiillt, so gilt

lim L(A\*) = L(X\%).

k—o0
Natiirlich hdngt die Qualitdt der Lagrange Relaxierung sehr davon ab, welche
Menge an Bedingungen relaxiert wird. Einerseits miissen wir (3.16) fiir verschie-

dene Werte von A bestimmen und damit ist es notwendig, einen Wert von L(\)
schnell zu berechnen. Es ist einerseits also wiinschenswert, so viele (komplizierte)
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Bedingungen als moglich zu relaxieren. Andererseits, je mehr Bedingungen rela-
xiert werden, desto schlechter wird die Schranke L(A*) werden. Also muss man
einen Kompromiss zwischen diesen beiden sich widersprechenden Zielen finden.
Im Folgenden geben wir einige Anwendungen, bei denen diese Methode erfolg-
reich angewendet werden konnte und eine gute Balance zwischen den beiden
gegensétzlichen Zielen gefundenen werden kann.

Anwendungen

Eine Anwendung ist das Problem des Handlungsreisenden. Durch Relaxierung der
Gradbedingungen in der IP-Formulierung fiir dieses Problem bleibt das Problem
des Auffindens eines aufspannenden Baumes erhalten, das leicht mit dem Greedy-
Algorithmus gelost werden kann. Ein Hauptvorteil dieser TSP-Relaxierung ist,
dass fiir die Berechnung von (3.16) kombinatorische Algorithmen vorhanden sind
und kein allgemeines LP oder IP Losungsverfahren angewendet werden muss.

Lagrange Relaxierungen werden sehr oft benutzt, wenn die zugrundeliegenden
LP’s von (3.1) einfach zu grof sind, um direkt gelost werden zu kénnen und sogar
die relaxierten Probleme in (3.16) sind noch sehr groff. Oft kann die Relaxierung
in der Weise getan werden, dass die Berechnung von (3.16) kombinatorisch ge-
schehen kann. Andere Beispiele sind Multicommodity Flow-Probleme, die z.B.
in der Fahrzeugumlaufplanung oder in Zerlegungen von stochastischen gemischt
ganzzahligen Problemen auftreten. In der Tat gehoren die letzten beiden An-
wendungen zu einer Klasse von Problemen, wobei die zugrundeliegende Matrix
(nahezu) Blockdiagonalform hat, siche Bild 3.1. Relaxieren wir die Kopplungs-
bedingungen in einer Lagrange Relaxierung, so zerfillt die verbleibende Matrix
in k& unabhéngige Blocke. Also ist ein Wert L(\) die Summe von k unabhéngigen
Termen, die getrennt bestimmt werden kénnen. Oft stellt jeder einzelne Block A;
ein Netzwerk Flussproblem, ein Rucksackproblem oder dergleichen dar und kann
daher unter Benutzung spezieller kombinatorischer Algorithmen gel6st werden.

3.3 Dekompositionsmethoden

3.3.1 Dantzig-Wolfe Dekomposition

Die Idee von Dekompositionsmethoden besteht darin, eine Menge von Bedingun-
gen (Variablen) aus dem Problem herauszunehmen und diese auf einer iiberge-
ordneten Ebene (oft Masterproblem genannt) zu betrachten. Das resultierende
untergeordnete Problem kann oft effizienter gelost werden. Dekompositionsme-
thoden arbeiten nun abwechselnd auf dem Master- und dem Subproblem und
tauschen iterativ Informationen aus, um das Ausgangsproblem optimal zu l6sen.
In diesem Abschnitt betrachten wir zwei bekannte Beispiele dieses Ansatzes, die
Dantzig-Wolfe Dekomposition und Benders’ Dekomposition. Wir werden erken-
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coupling constraints

Abbildung 3.1: Matrix in begrenzter Blockdiagonalform

nen, dass wie im Fall der Lagrange Relaxierung diese Methoden ebenso einen
Teil der Nebenbedingungsmatrix weglassen. Aber anstelle diesen Teil wieder in
die Zielfunktion einzufiihren, wird dieser nun umformuliert und wieder in das
System der Nebenbedingungen eingefiihrt.

Wir beginnen mit der Dantzig-Wolfe Dekomposition [9] und betrachten wie-

der (3.15), wobei wir zunichst annehmen, dass p = 0, d.h. wir haben ein
LP. Betrachten wir das Polyeder P? = {x € R" : Ayxr < by}. Wir wissen
aus Kapitel 1, dass es Vektoren vq,...,v; und ey,...,e gibt, so dass P? =
conv ({vy,...,vx}) + cone ({eq,...,e}). In anderen Worten, z € P? kann in der
Form

k l
(319) Tr = Z )\Z"UZ' + Z i€
=1 j=1

mit Ay,..., Az >0, Zle A = 1und pq, ..., > 0 geschrieben werden. Ersetzen
wir z aus (3.19), so konnen wir (3.15) schreiben als

k l
min cT(Z Aiv; + Z pie;)
i=1 j=1
k l
Al(z )\ﬂ}i + Z ,ujej) < bl
i=1 j=1

k
Z A —1
=1
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was gleichwertig ist zu

k !
min o)\ + cle)
) Hj

i=1 j=1

k

l
(3.20) Z(Alvi) Ai + Z(Alej) i < by
i;l j=1
DN =1
i=1
A E ]R]i, I E RQL_

(3.20) nennt man das Masterproblem von (3.15). Beim Vergleich der Formu-
lierungen (3.15) und (3.20) erkennen wir, dass wir die Zahl der Nebenbedin-
gungen von m auf my, reduziert haben, aber wir haben nun k + [ Variablen
anstelle von n. k + [ kann im Vergleich zu n grof§ sein, ja sogar exponenti-
ell (betrachte z.B. den Einheitswiirfel im R™ mit 2n Nebenbedingungen und
2" Ecken), so dass auf den ersten Blick kein Vorteil in der Anwendung von
(3.20) erkennbar ist. Dennoch koénnen wir die Simplexmethode fiir die Losung
von (3.20) verwenden. Wir kiirzen (3.20) ab durch min{w”n : Dnp = d,n > 0} mit
D € Rim+Ux(k+l) g ¢ RM+1 Man erinnere sich, dass die Simplexmethode mit
einer (zuléssigen) Basis B C {1,...,k+1}, |B| = m;+1, mit Dp regulér und der
zugehérigen (zuldssigen) Losung nfy = Dp'dund 3 = 0mit N = {1,... k+I}\B
startet. Beachte, dass Dp € Rm+Dx(m+1) (vie]) kleiner als eine Basis fiir das
urspriingliche System (3.15) ist und dass nur ein Teil der Variablen (m; + 1 von
k + 1) nichtverschwinden kénnen. Zuséatzlich gilt, dass auf dem Weg zu einer op-
timalen Losung die einzige Operation in der Simplexmethode, die alle Spalten
benutzt, der Schritt Pricing ist, bei dem gepriift wird, ob die reduzierten Kosten
wy — 7! Dy nichtnegativ mit 7 < 0 als Losung von y? Dg = wp ist. Die Nichtne-
gativitdt der reduzierten Kosten kann mittels des folgenden linearen Programms
gepriift werden:

min (¢! — g7 A}z
(3.21) Agz < by
r e R™,
Dabei sind gy die ersten m; Komponenten der Losung von 3. Die folgenden Fille
kénnen auftreten:
(i) (3.21) hat eine optimale Losung Z mit (¢! — 57 A1) < Gy 11-

In diesem Fall ist & einer der Vektoren v;,7 € {1,...,k} mit zugehorigen
reduzierten Kosten

A V; ~
w; — ngD.i = Ty, — ?]T( i ) = cly; — QTAlvi — Yy +1 < 0.

Ay,

In anderen Worten: ( 1

) ist die eintretende Spalte im Simplexalgorithmus.
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(i) (3.21) ist unbeschrankt.

Hier erhalten wir einen zuléissigen Extremstrahl e* mit (¢ — g7 A;)e* < 0.
e* ist einer der Vektoren e;, j € {1,...,l}. Wir erhalten eine Spalte (Agej)
mit reduzierten Kosten

[ Are; _
Wty = Doy = ¢l ej — ?JT( 0 j) =clej — 7' (Aigj) < 0.

Also ist (Aloej ) die eintretende Spalte.

(iii) (3.21) hat eine optimale Losung & mit (¢! — g7 A)T% > Gy 11-

In diesem Fall erhalten wir mit denselben Argumenten wie in (i) und (ii),
dass w; — g7 D; > 0 fiir allei = 1,..., k+1, was zeigt, dass z* eine optimale
Losung des Masterproblems (3.20) ist.

Man beachte, dass das ganze Problem (3.15) in zwei Teilprobleme zerlegt wird,
d.h. in (3.20) und (3.21) und dieser Ansatz arbeitet iterativ auf der héheren Ebe-
ne (3.20) und auf der niedrigeren Ebene (3.21). Das Verfahren beginnt mit einer
zuléssigen Losung fiir (3.20) und erzeugt neue erfolgversprechende Spalten nach
Bedarf durch Losung von (3.21). Solche Verfahren werden gewohnlich spalten-
erzeugende oder verzogerte spaltenerzeugende Algorithmen (engl. delayed column
generation algorithms) genannt.

Dieser Ansatz kann ebenso auf allgemeine IP’s mit einiger Vorsicht iibertragen
werden. In diesem Fall verdndert sich das Problem (3.21) von einem linearen zu
einem ganzzahligen linearen Problem. Zusétzlich miissen wir sicherstellen, dass in
(3.19) alle zuléssigen ganzzahligen Losungen x von (3.15) erzeugt werden kénnen
durch (ganzzahlige) Linearkombinationen der Vektoren vy,..., v, und ey, ..., ¢
mit

conv{x € Z" : Ax < b} = conv (vy,...,v) + cone (eq, ..., e).

Es geniigt nicht zu verlangen, dass A und p ganzzahlig sein miissen. Betrachte als

Gegenbeispiel A, :<(1) (1)), by = Gg) und Ay = (1,1), by = 2 sowie das Problem

max{x; + x5 : Ajx < by, Agx < by, € {0,1,2}*}

Dann ist P? = conv({(g), (g), (g)}), siche Abbildung 3.2, aber die optimale
Losung G) des ganzzahligen Problems ist keine ganzzahlige Linearkombinati-
on der Ecken von P?. Sind jedoch alle Variablen 0/1, so tritt diese Schwierigkeit
nicht auf, da jede 0/1-Losung der LP-Relaxierung eines bindren MIP immer eine
Ecke dieses Polyeders ist (Ubung). In der Tat werden spaltenerzeugende Algorith-
men nicht nur fiir die Lésung von groflen linearen Problemen benutzt, sondern

insbesondere fiir grofie bindre ganzzahlige Probleme.
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Abbildung 3.2: Erweiterung der Dantzig-Wolfe Dekomposition auf IP’s

Natiirlich ist die Dantzig- Wolfe Zerlegung fiir lineare oder binére ganzzahlige Pro-
bleme nur eine Art von spaltenerzeugenden Algorithmen. Andere Autoren l6sen
das untergeordnete Problem nicht mittels allgemeiner Techniken fiir LP oder IP
Probleme sondern durch kombinatorische oder explizite enumerative Algorith-
men. Weiterhin werden die Probleme oft nicht iiber (3.15) modelliert, sondern
direkt wie in (3.20). Dies ist z.B. der Fall, wenn die Menge der zuldssigen Losun-
gen eine komplexe Beschreibung durch lineare Ungleichungen hat, aber diese
Bedingungen leicht in ein Enumerationsschema eingebaut werden konnen.

3.3.2 Benders’ Dekomposition

AbschlieBend wollen wir Benders' Dekomposition [3] betrachten. Benders” Dekom-
position eliminiert auch einen Teil der Nebenbedingungsmatrix, aber anders als
bei der Dantzig-Wolfe Dekomposition, bei der wir einen Teil der Nebenbedingun-
gen l6schen und diese wieder mittels Spaltenerzeugung erneut einfiigen, loschen
wir nun einen Teil der Variablen und fithren diese wieder mittels Schnittebenen
ein. Aus dieser Sicht ist Benders’ Dekomposition gleich der Dantzig-Wolfe De-
komposition angewendet auf das duale Problem, was wir in Abschnitt 3.4 sehen
werden. Betrachte wieder (3.1) und schreibe es in der Form

min clxy +clay

(322) Alazl +A2£UQ S b
xr1 € R”l,xz € RnQ,

wobei A = [Ay, Ap] € R™*™ A; € R™*™ Ay € R™*™2 ¢y 21 € R™| ¢p, 19 € R™
mit n; + ny = n gilt. Beachte, dass wir zur Einfachheit der Darstellung den
kontinuierlichen Fall angenommen haben. Wir werden jedoch sehen, dass alle Er-
gebnisse auch fiir den Fall xy € Z™ giiltig sind. Wir wollen die Variablen o
entfernen. Diese Variablen halten (3.22) davon ab, ein reines ganzzahliges Pro-
gramm zu sein, falls x; € Z™. Auch im Fall eines LP’s kénnen sie der Grund fiir
einige Schwierigkeiten sein, siche beispielsweise die Anwendungen aus Stochasti-
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schen Programmierung. Ein bekannter Ansatz zur Entfernung von Variablen ist
die Projektion.
Um Projektion anwenden zu koénnen, miissen wir (3.22) umformulieren zu

min 2
—z+ clT:zjl + c2Tx2 <0
Arxy + Ay < b
zeR, 1 € R", 29 € R™,

(3.23)

Nun ist (3.23) dquivalent zu (vgl. Fourier-Motzkin Elimination aus Kapitel 1)

min Z
(3.24) —uz +uclz; +vT Ay <0Th
z€eR, ry € R™,
() €C,
mit

C={("eR™" : v"Ay+ucj =0, u>0,v>0}.
C ist ein spitzer polyedrischer Kegel, es gibt also Vektoren (Zi), ey (gz), SO
dass gilt C' = cone({(gi), Cee (ZS)}) Diese Extremalstrahlen kénnen so reska-

liert werden, dass u; zu null oder eins wird. Es folgt C' = cone({(i) k€
K}) +cone({(v1j) cjeJ)mit KUJ={1,...,s} und K NJ =0, vgl. Kapitel
1. Mit dieser Beschreibung von C' kann (3.24) dargestellt werden als
min 2
—z<cfz14v] (b— Ayzy) firalle j € J,
0< vl (b— Ayry) fiir alle k € K,
z € R, z; € R™,

(3.25)

(3.25) nennt man Benders' Masterproblem. Benders’ Masterproblem hat nur n; +1
Variablen anstelle von n; + ny Variablen in (3.22) oder im Fall x; € Z" haben
wir das gemischt ganzzahlige Programm (3.22) in ein i.W. rein ganzzahliges Pro-
gramm (3.25) mit einer zusétzlichen kontinuierlichen Variablen z umgeschrieben.
Dennoch enthélt (3.25) eine groBe Anzahl an Bedingungen, i.A. exponentiell viele
in n. Um dieses Problem zu umgehen, 16sen wir Benders’” Masterproblem mittels
Schnittebenenverfahren, siche Abschnitt 3.1. Wir beginnen mit einer kleinen Teil-
menge von Extremstrahlen von C' (moglicherweise mit der leeren Menge) und op-
timieren (3.25) einfach iiber dieser Teilmenge. Wir erhalten eine optimale Losung
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x*, 2% des relaxierten Problems und wir miissen priifen, ob diese Losung alle an-
deren Ungleichungen in (3.25) erfiillt. Dies kann mittels des folgenden linearen
Programms getan werden, vgl. (3.24):

min 07 (b — A1x}) +u(z* — cla})
() ec

(3.26) heit Benders' Teilproblem. Es ist zuléssig, da (8) € C und (3.26) hat eine
optimale Losung mit Wert Null oder ist unbeschrénkt. Im ersten Fall erfiillt x7, 2*
alle Ungleichungen in (3.25) und wir haben (3.25) gelost und damit (3.22). Im
anderen Fall erhalten wir einen Extremstrahl (*.) aus (3.26) mit (v*)7 (b—Az})+
u*(z* —cl'x}) < 0, der nach Reskalierung einen Schnitt fiir (3.25) erzeugt, der von
xy, z* verletzt wird. Wir fiigen diesen Schnitt zu Benders’ Masterproblem (3.25)
hinzu und iterieren.

(3.26)

3.4 Verbindungen zwischen diesen Anséitzen

Auf den ersten Blick scheinen Lagrange Relaxierung, Dantzig-Wolfe- und Benders
Dekomposition vollstdndig verschiedene Relaxierungsansétze zu sein. Sie sind al-
lerdings stark miteinander verbunden, wie wir im Folgenden kurz zeigen wollen.
Betrachte noch einmal (3.21), das fiir ein festes § < 0 geschrieben werden kann
als

min (¢F —gTA)x  min dz+ g7 (b — Aiz) — 5T b
x € P? N x € P?
- L(_y) - gTba
d.h. (3.16) und (3.21) stellen dieselben Probleme bis auf die Konstante —y”b
dar. Weiterhin kann man durch Ersetzen von P? durch conv ({vy,...,uc}) +

cone ({e1,...,e}) zeigen, dass (3.20) mit der rechten Seite in Satz 3.33 iiber-
einstimmt und somit mit L(A*). In anderen Worten, sowohl Dantzig-Wolfe und
Lagrange Relaxierung berechnen dieselbe Schranke. Die einzigen Unterschiede
sind, dass fiir den Update die dualen Variablen, d.h. A in der Lagrange Rela-
xierung und g in Dantzig-Wolfe, im ersten Fall Subgradientmethoden wohinge-
gen im zweiten Fall LP-Techniken angewendet werden. Andere Moglichkeiten zur
Berechnung von \* ergeben sich aus der Biindelmethode, die auf quadratischer
Optimierung [23] beruht und aus der Analytic-Center Schnittebenenmethode, die
auf einem Innere Punkte Algorithmus beruht [17].

Analogerweise ist Benders’ Dekomposition nichts anderes als Dantzig-Wolfe an-
gewendet auf das Duale von (3.22). Um dies zu sehen, betrachte dessen duales
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lineare Programm

max —y'b

_ TA — T

(3.27) VoA
—yTAy=c}

y > 0.

Nun schreibe P? = {y € R™ : yTAy = —ck,y > 0} als P? = conv ({v; : j €
J}) + cone ({vg : k € K}), wobei K,J und v, | € K UJ genau die Werte aus
(3.25) sind (beachte, hog (P?) = C, d.h. C ist die Homogenisierung von P?)* und
schreibe (3.27) als

max Z >‘+Z

JjeJ keK
S e
(3.28) jeJ keK

2N =1
JjeJ
A€ER], pueRY.

Wir folgern nun mit den Ergebnissen aus Abschnitt 3.3.1, dass (3.28) das Ma-
sterproblem von (3.27) ist. Dualisierung von (3.28) ergibt nun

min clx; + 2
vi(b—Ax) > —z VjelJ
Ug(b—AllCl) > 0 Vke K,

was gleichwertig ist zu (3.25), also zu Benders’ Masterproblem von (3.22). In
anderen Worten: Benders’ und Dantzig-Wolfe Dekomposition ergeben im Falle
von linearen Programmen dieselbe Schranke, die nach den eingangs gemachten
Uberlegungen gleich dem Wert der Lagrange Relaxierung (3.17) ist.

IFiir § C K" heift hog(S) = {(¥) € K"*! |2 € S}°° Homogenisierung von S. Fiir Po-
lyeder P = P(A,b) = conv (V) + cone(E) gilt hog(P) = P(B,0) = cone ({(})|v €

V}) + cone ({(j) |e € E}), wobei B = ( 61 :i) )
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Kapitel 4

Heuristische Verfahren

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit dem Problem, wie man (heuristisch)
zuldssige Losungen fiir ein gemischt ganzzahliges Programm oder kombinatori-
sches Optimierungsproblem finden kann. Wir werden dabei insbesondere einige
Verfahren und Methoden vorstellen, die in der Praxis haufig zum Einsatz kom-
men. Heuristische Verfahren niitzen héufig die sehr spezielle Struktur von Proble-
men aus, damit sie zu effizienten Verfahren werden. Wir werden hier exemplarisch
auf einige grundlegende Vorgehensweise eingehen, die immer und immer wieder
verwendet werden.

4.1 Der Greedy-Algorithmus

Die Idee des Greedy-Algorithmus ist eine Losung von Null (der leeren Menge)
beginnend aufzubauen und dabei im néchsten Schritt immer denjenigen Gegen-
stand (Variable, ...) zu nehmen, der (die) den meisten Profit verspricht (engl.
greedy = gefraflig). Die Vorgehensweise des Greedy-Algorithmus 148t sich schon
an Optimierungsproblemen iiber Unabhéngigkeitssystemen erkldaren. Wir werden
danach sehen, wie man ihn auch auf andere Probleme und Situationen anpassen
kann.

Definition 4.1 Sei E eine endliche Grundmenge. Eine Menge T C P(FE) heifit
Unabhangigkeitssystem, falls mit G C F' € T auch G € T folgt.

Jede Menge F' € T heifit unabhangig, alle anderen Mengen abhangig. Ist F' C F,
so heifst eine unabhdngige Teilmenge von F Basis von F, falls sie in keiner an-

deren unabhdngige Teilmenge von F enthalten ist. Sei c : E — R eine Gewichts-
funktion auf E. Das Problem

(4.1) max c(1)

heifst Maximierungsproblem iiber einem Unabhangigkeitssystem.
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Das Problem

(4.2) i c(B)

heifft Minimierungsproblem iiber einem Basissystem.

Beispiele fiir (4.1) sind: Das Rucksack-Problem, das Stabile-Mengen-Problem, das
maximale Cliquenproblem, ... .

Beispiele fiir (4.2) sind: Das Minimal-Aufspannende-Baum Problem, das Trave-
ling Salesman Problem,... .

Der Greedy-Algorithmus betrachtet nun eine Sortierung der Grundelemente von
E. Die Sortierung erfolgt nach einer bestimmten Gewichtung / Priferenz der
Grundelemente. Diese muss nicht mit ¢ : E +— R iibereinstimmen. Nun werden
beginnend mit der leeren Menge geméafl dieser Sortierung Elemente hinzugenom-
men, solange die Losung zuléssig bleibt bzw. noch zu einer zuldssigen Losung
ausgebaut werden kann.

Algorithmus 4.2 Greedy-Max fiir Unabhdngigkeitssysteme

Input: Ein Problem der Form (}.1).

Output: Zulissige Losung Igreeay € L.

(1) Sortieren: Wihle Funktion w : E +— R und sortiere E, so dass

w(ey) > w(ey) > .

> w(en),
wobei m = |E|.
(2) Setze Igreeay = 0.

(3) For k=1 Tom Do
Falls w(er) > 0 und Igreeay U {ex} € L setze

I Greedy = L Greeay Y {€x} -
(4) End For
(5) Gib Igreedy aus.
Der Greedy-Algorithmus fiir Basissysteme sieht sehr &hnlich aus:

Algorithmus 4.3 Greedy-Min fiir Basissysteme

Input: FEin Problem der Form (4.2).
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Output: Basis Bgreedy von E.

(1) Sortieren: Wihle Funktion w : E +— R und sortiere E, so dass

<< wleny).

w(er) <w(ey) <

(2) Setze Bgreeay = 0.
(3) Fork=1 Tom Do

Falls Bgreeay U {ex} Basis ist oder eine Basis enthdlt setze
BGreedy = BGreedy U {ek} .

(4) End For

(5) Gib Bgreeay aus.

Anwendungen
(a) Minimal aufspannende Biume

Betrachte das Problem, in einem ungerichteten Graphen G = (V, F') einen bzgl.
der Gewichtung ¢ : £ — R minimal aufspannenden Baum zu bestimmen (d. h.
eine kreisfreie Menge B C F mit |B| = |V| — 1). Die Menge aller kreisfreien
Teilmengen von E (auch Walder genannt) ist offensichtlich ein Unabhéngigkeits-
system. Wihle in Algorithmus 4.3 fiir die Gewichtung w = ¢. In Schritt (3)
liest sich die Bedingung wie folgt: , Falls Bgreedy U {€;} kreisfrei“. Dann liefert
Algorithmus 4.3 tatséchlich eine Optimallosung.

Satz 4.4 Greedy-Min liefert einen minimal aufspannenden Baum in Zeit O(m -

Beweis. Wir beweisen folgende Aussage induktiv:

Nach dem k-ten Schritt gibt es einen minimal aufspannenden Baum
B mit BN {ey,...,ex} = BGreedy N {€1,..., €k}

k = 0: Okay.
k —1 — k: Wir unterscheiden zwei Falle:

(a) Bareedy enthélt einen Kreis, d.h. e ¢ Bareedy- .
Da Bn{ey, ..., e’i—l} = BGreedyN{€1,- .., €r—1} enthélt auch BU{e;} einen
Kreis, also e, ¢ B.
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(b) Bareedy enthilt keinen Kreis, d.h. e; € Bgreedy-
Gilt e, € B so sind wir fertig. Falls e, ¢ B so enthélt B U {e;} einen
Kreis C. Da BN{ey,...,ex_1} = Bareedy N{€1, .-, cx_1} und e € Bgreedy,
existiert ein Index [ > k mit ¢; € C. D.h. B’ = BU {e;} \ {e;} ist ebenfalls
ein aufspannender Baum mit ¢(B’) < ¢(B) und erfiillt die Behauptung.

Zur Laufzeit: Sortieren in Schritt (1) Okostet O(mlogm), zum Beispiel unter
Verwendung von Quicksort oder Heapsort. Schritt (3) wird maximal m-mal aus-
gefithrt. Bleibt abzuschiitzen, wie lange Schritt (3) selbst bendtigt. Das Uber-
priifen, ob die Kantenmenge in Schritt (3) kreisfrei ist, kann mit Tiefensuche
(engl. depth first search) in O(n) durchgefithrt werden; beachte, dass Bgreedy ma-
ximal n Kanten enthélt. Damit erhalten wir insgesamt fiir Algorithmus 4.3 eine
Laufzeit von O(m -logm +m-n) = O(m - n). [

(b) Das Rucksack-Problem
Betrachte das 0/1 Rucksack-Problem (vgl. Beispiel 1.5)

n
max Cj.’L‘j
i=1

n
Z ;T S b
=1

]_
r; € {0,1}, firj=1,...,n.

Offensichtlich ist die Menge aller zuléssigen Losungen F ein Unabhéngigkeitssy-
stem. Wenden wir Algorithmus 4.2 auf das 0/1 Rucksack-Problem an, so kann
der Algorithmus beliebig schlechte Losungen liefern.

Beispiel 4.5

(a) Zielfunktions-Greedy
Wihle w = ¢ in Algorithmus 4.2 und betrachte folgendes Beispiel:

max nx;+(n— Dze+...+(n— 1)z, +(n— 1)z,
nry + To+ ...+ T, + Tnt1 < M.

Algorithmus 4.2 liefert die Lisung Igreedy = {1} mit Zielfunktionswert
CGreedy = T, wahrend die Optimallésung copr = n(n — 1) ist.

(b) Gewichtsdichten-Greedy
Wihle w; = 2= firi =1,...,n in Algorithmus 4.2 und betrachte folgendes
Beispuel: '
max x; + QX9
T + ary <«
x1, 29 € {0,1}.
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Dann liefert cgreeqy = 1, wihrend copr = o ist. Man kann jedoch zeigen, wie
wir spdter noch sehen werden, dass der Gewichtsdichten-Greedy héchstens
zweimal so schlecht ist wie die Optimallosung, wenn x; € {0,1} durch x; €
Z. firallei=1,...,n ersetzt wird.

Wir sehen also, dass der Greedy-Algorithmus auch beliebig schlecht abschneiden
kann. Wir wollen im Folgenden zeigen, dass der Greedy-Algorithmus dann und
nur dann eine Optimallosung liefert, falls das Unabhéngigkeitssystem zusétzlich
folgende Eigenschaft erfiillt:

(4.3) Fiir alle F C E, B, B' Basen von F = |B| = |B/|.

In diesem Fall spricht man von einem Matroid. Um diesen Satz zeiegn zu kénnen,
bendttigen wir folgende Definition:

Definition 4.6 Fir F' C E bezeichne

r(F) := max {|B|: B ist Basis von F'}
den Rang von F' sowie

ro(F) :=min {|B| : B ist Basis von F}
den unteren Rang von F.
Bemerkung 4.7 Fir Matroide qilt offensichtlich:

ru(F) =r(F).

Satz 4.8 (Jenkyns, 1976 [26])

min ru(F) <
FCE r(F) —

C([Greedy) <1
clopr) ~

und fir jedes Unabhdngigkeitssystem gibt es Gewichte ¢; € {0,1} firi € E, so
dass die erste Ungleichung mit Gleichheit angenommen wird.

Beweis. O.B.d.A. geltec; >0fiiri=1,....nund ¢y > ¢ > ... > ¢,.
Wir fithren ein (n 4 1)tes-Element ein mit ¢,,; = 0 und setzen

F
E;={1,...,i} sowie ¢q= gpclg 7;((]?))

Fir F' C E gilt:

S ITES 91 ) SIZEEN) B oI TIREES

i€F ieF \ j=i

4 Heuristische Verfahren 78



Da Iopr N E; C Iopr gilt Iopr N E; € Z, und somit |Iopr N E;| < r(E;).

Die Vorgehensweise des Greedy-Algorithmus impliziert, dass /greedy N £; €ine Basis
von E; ist, also |[Igreeay N Ei| > mu(E).

Damit gilt:

Tu(Ei)

Tgreeay N E;| > |1 NE;)|l ——— > |1, N E;| -
\G dy ‘ ‘OPT | T(Ez) \OPT \ q

und

n
c(IGreedy) = Z | IGreedy N Ei| - (¢i — ¢iy1)
i=1

n

> Z|IOPTHEZ" q (¢ — ¢iv)
i=1
= QZ‘[OPTﬂEi‘ (¢ — ¢iy1)
i=1
= q- C(]OPT)

Die erste Ungleichung der Behauptung wéire damit bewiesen. Die zweite Unglei-
chung ist trivial, da jede Losung hochstens schlechter als die Optimallosung sein
kann.

Es verbleibt zu zeigen, dass das Minimum auch angenommen wird:

Sei nun F C E mit ¢ = % O.B.dA.sei F={1,...,k}und B={1,...,p} C
F eine Basis von F' mit |B| = r,(F). Setze ¢; = 1 firi = 1,...,k und ¢; = 0
sonst.

Der Greedy-Algorithmus liefert Igreedy = B mit ¢(Igreedy) = mu(F) = p, wihrend

fiir jede Optimallosung Iopr gilt ¢(lopr) = 7(F). [

Folgerung 4.9 Sei Z ein Unabhingigkeitssystem auf E. Dann sind dquivalent:
(i) I ist ein Matroid.

(ii) Fir alle Gewichte ¢ € RY liefert der Greedy-Algorithmus 4.2 eine optimale
Losung fiir max {C(I) ’ I e I}.

(iii) Fiir alle ,0/1“-Gewichte ¢ € {0,1}F liefert der Greedy-Algorithmus eine
optimale Losung fiir max {c(I) | I € T}.

Beweis. Die Folgerung ergibt sich mit Bemerkung 4.7 direkt aus Satz 4.8. [

Wir haben damit durch 4.9 die Problemklasse der Matroide iiber einen Algorith-
mus 4.2 charakterisiert. Ist also kein Matroid gegeben, was zum Beispiel fiir das
Rucksack-Problem, das Traveling Salesman Problem und fiir die meisten praxis-
relevanten Probleme gilt, liefert der Greedy-Algorithmus keine Optimalldsung,
meist sogar beliebig schlechte Losungen.
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Dennoch erfreut sich der Greedy-Algorithmus in der Praxis grofler Beliebtheit,
denn er basiert auf einem einfach zu iiberschauenden Zielkriterium in Form der
Funktion w und er ist lokal nicht zu entkraften.

4.2 Lokale Suche

Sobald man einmal eine zulédssige Losung gefunden hat, versucht man diese noch
zu verbessern. In diesem Abschnitt behandeln wir einige Methoden und Ideen,
die versuchen, dies zu leisten. Wir werden sehen, das diese Methoden auch dazu
verwendet werden konnen, zuldssige Losungen zu finden, indem man die Un-
zulédssigkeiten einer bereits bestehenden Losung in die Zielfunktion mitaufnimmt
und versucht diese Unzuléssigkeiten zu minimieren.

Die grundlegende Vorgehensweise aller Verfahren ist gleich. Ausgehend von ei-
ner Losung (zuléissig oder unzuléssig) definiert man sich eine Nachbarschaft der
Losung. In dieser Nachbarschaft sucht man nach einer besseren (oder bestmdogli-
chen) Losung. Hat man eine gefunden, tauscht man die alte gegen die neue Losung
und iteriert.

Sei dazu F die Menge von (zulédssigen) Losungen fiir ein Problem II (z.B. fiir
ein gemischt-ganzzahliges Problem, fiir ein Traveling Salesman Problem, ...). Fiir
jede Losung S € F definiere eine (zuldssige) Nachbarschaft N(S) C F. Dariiber
hinaus sei ein Zielfunktional w : F — R bzgl. dem wir messen, ob eine Losung
besser ist als eine andere (vgl. Gewichtung w beim Greedy-Algorithmus). Dann
kann man die Grundversion der lokalen Suche wie folgt beschreiben:

Algorithmus 4.10 Lokale Suche

Input:
F (implizit gegeben)
N(S) fur S € F (implizit gegeben)
w Gewichtsfunktion

S e F (eventuell gegeben)
Output: S € F.
(1) Widhle eine Startlosung S € F, falls keine gegeben.
(2) Widhle ein S” € N(S) mit w(S") < w(S).
(3) Falls kein solches S’ existiert — Stop (Gib S aus).
(4) Setze S =S’ und gehe nach (2).

Der Erfolg dieser Algorithmus héngt natiirlich stark von der Definition der Nach-
barschaft N(-) ab. Hier ein/zwei Beispiele.
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Beispiel 4.11

o 2-Austausch beim TSP: vgl. Abbildung 4.1.

Abbildung 4.1: 2-Austausch beim TSP

o [-Austausch / 2-Austausch beim Equipartitions-Problem: vgl. Abbildung 4.2.
Als mogliches Zielfunktional kann hier beispielsweise

w(S) = > cota(lS|—|V\ S|’

e€d(S)

gewdhlt werden.

Abbildung 4.2: 1-Austausch bzw. 2-Austausch beim
Equipartitions-Problem

Zielfunktional und Nachbarschaft sind natiirlich stark problemabhéngig. Ein Pro-
blem dieses Verfahrens ist es, dass nur Verbesserungen akzeptiert werden und
damit in lokalen Minima hé&ngen geblieben werden kann, vgl. Abbildung 4.3.

Die folgenden Verfahren versuchen dies zu vermeiden unter Beibehaltung der
Grundstruktur von Algorithmus 4.10.

4.2.1 Tabu Search

Die Grundidee ist, sobald man in einem lokalen Optimum angekommen ist, die
bestmogliche Losung in der Nachbarschaft zu akzeptieren, auch wenn sie schlech-
ter ist. Ein Problem hierbei ist das Auftreten von Kreiseln, da die Losung der
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global

Abbildung 4.3: Lokales versus globales Minimum

Voriteration héaufig in der Nachbarschaft der Folgel6sung enthalten ist:
SO st 5 8% 55t

Um ein solches Kreiseln zu vermeiden, werden gewisse Austdusche (Nachbar-
schaften) fiir tabu erkldrt. Um Kreiseln vollkommen auszuschlieBen, miissten alle
Nachbarschaften verboten werden, die zu irgendeiner vorher erzeugten Loésung
fithren. Dies ist allerdings sehr zeit- und speicheraufwendig. Deshalb beschréankt
man sich meist auf eine Tabuliste beschriankter Grofle, die die letzten Losungen
oder Austdusche beinhaltet.

Algorithmus 4.12 Tabu Search

Input: wie in Algorithmus 4.10.

Output: wie in Algorithmus 4.10.

(1) Initialisiere eine leere Tabuliste T'.

(2) Bestimme Startlosung S € F, falls keine gegeben.

(3) Solange eine Stop-Bedingung nicht erfiillt ist fiihre aus:

(4) Sei N'(S) = N(S)\ T die Menge der Nachbarn, die nicht tabu sind.
(5) Bestimme S’ = argmin{w(R) : R € N'(5)}.

(6) Setze S = S und aktualisiere die Tabuliste T'.

(7) End Solange

(8) Gib die beste bis dahin gefundene Lisung S aus.
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Die Parameter, die hier zusétzlich zu denen aus Algorithmus 4.10 zu spezifizieren
sind, sind:

e Tabuliste
Je kleiner die Liste, desto grofler die Gefahr des Kreiselns. Je grofler die
Liste, desto grofler die Laufzeit.

e Stop-Bedingung
Héufig werden hier gewéhlt:

- Feste Anzahl von Iterationen.

- Uberschreitung einer gewissen Anzahl von Iterationen ohne Verbesserung.

Auch hier gilt, die einzelnen Parameter sind stark problemabhéngig und es bedarf
intensiven Tunings bis verniinftige Werte gefunden werden.

4.2.2 Simulated Annealing

Simulated Annealing erlaubt ebenfalls zwischendurch schlechtere Losungen, je-
doch nicht wie eben durch Steuerung einer festen Tabuliste, sondern zufallsgesteu-
ert. Die Idee dabei ist, bessere Losungen immer zu erlauben, schlechtere jedoch
nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit um
so geringer je schlechter die Losung ist. Dariiber hinaus wird die Wahrscheinlich-
keit, schlechtere Losungen zu akzeptieren, im Laufe des Verfahrens immer weiter
verringert, so dass der Algorithmus mit einer guten Losung enden sollte.

Algorithmus 4.13 Simulated Annealing

Input: wie in Algorithmus 4.10.

Output: wie in Algorithmus 4.10.

(1) Bestimme Startlosung S € F, falls keine gegeben.
(2) Bestimme eine Anfangstemperatur T'.

(3) Solange Gefrierpunkt nicht erreicht fihre aus:

(4) Fiihre das Folgende l-mal aus:

(5) Wihle einen Nachbarn S" von S zufillig.
(6) Setze A = w(S") —w(S).

(7 Wihle x € [0, 1] zufdllig.

(8) Falls A < 0 oder v < e/ setze S = 9.
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(9) End (I-Schleife)

(10) Aktualisiere T und 1.

(11) End Solange.

(12) Gib die beste bis dahin gefundene Lisung S aus.

Bemerkung 4.14

(a) Die Idee zu diesem Verfahren kommt aus der theoretischen Physik zur Simu-
lation von Phdnomenen der statistischen Mechanik, insbesondere von Pha-
sentibergingen wie Kristallisation von Flissigkeiten. Daher kommen auch
die Begriffe wie Temperatur und Gefrierpunkt.

(b) Man kann zeigen, dass bei geeigneter Wahl von | und T mit Simulated
Annealing tatsdichlich das Optimum gefunden werden kann, allerdings unter
der Voraussetzung, das man Algorithmus 4.13 beliebig lange laufen ldsst.

(¢) Algorithmus 4.13 hat in der Regel sehr hohe Laufzeiten; es gibt keine Ga-
rantie, wann das Optimum gefunden wird. Dazu das Bild aus der Physik:
Zu schnelles Abkiihlen wiirde keinen Zustand minimaler Energie erzielen, es
muss langsam abgekihlt werden, damit sich ,ungewollte Strukturen (Klum-
pen)“ reorganisieren kénnen.

(d) Viele Experimente sind notwendig, um Schritte (3) und (10) geeignet zu
wdhlen.

4.2.3 Genetische Algorithmen

Die grundlegende Idee genetischer Algorithmen ist, nicht nur eine Losung zu
betrachten und versuchen, diese zu verbessern, sondern eine Menge von Losun-
gen (Population genannt) zu betrachten und durch Kombinationen dieser Losun-
gen zu neuen besseren Losungen zu gelangen. Die Grundmuster und Begriffs-
welt sind dabei aus der Genetik entnommen. Aus einer Population werden eine
Reihe von Elternpaare (Paare von Loésungen) bestimmt, die sich kreuzen und
damit ein /zwei neue Losungen erzeugen. Diese Losungen (evtl. zusammen mit
den Eltern) werden teilweise noch mutiert (zuféllig geéindert). Basierend auf ihrer
Fitness (Bewertungsfunktion w wie in den Abschnitten oben) wird eine neue Ge-
neration ausgewéhlt und der Prozess wiederholt. Im Detail sieht der Algorithmus
wie folgt aus.

Algorithmus 4.15 Genetischer Algorithmus
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Input:

F (implizit gegeben),
Fitnessfunktion w : F — R,
evtl. Losungen Si,..., Sy aus F (Population).

Output: S € F.

(1) Bestimme Population Sy, ..., Sk, falls keine gegeben.

(2) Solange Stop-Kriterium nicht erfillt fihre aus:

(3) Elternwahl: Wihle eine Menge von Ldsungspaaren aus Sy, ..., Sk.

(4) Kreuzung: Aus jedem Elternpaar bestimme ein oder zwei Ldsungen.

(5) Mutation: Andere einige der (neuen) Losungen zufillig.

(6) Selektion: Bewerte die Losungen mittels der Fitnessfunktion und
wdhle daraus eine neue Population Sy, ..., Sk.

(7) End Solange

(8) Gib die beste bis dahin gefundene Lisung aus.
Bemerkung 4.16

(a) Auch hier gilt wie bei den Verfahren vorher, die meisten Schritte sind sehr
problemabhdngig und kénnen nur durch viele Tests geeignet bestimmt wer-
den.

(b) Einige allgemeine Regeln zu den einzelnen Schritten sind:

Elternwahl: Idee, wdhle .fittere“ Lisungen mit hoherer Wahrscheinlichkeit,

2.B. S; mit Wahrscheinlichkeit —25) .
j=1 w(S;)

Kreuzungen: Hier werden Teillosungen, von denen man glaubt, dass sie gut

sind, von den Eltern ibernommen (z.B. Teilweg beim TSP) und zu neuen

Lésungen verkettet.

Mutation: Meist zufillig gesteuerte Austiusche (z.B. 2-Austausch beim
TSP).

Selektion: Es werden in der Regel nicht nur die (bzgl. w) besten, sondern
auch mit gewissen Wahrscheinlichkeiten schlechtere Losungen in der Popu-
lation behalten.
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Allen Verfahren, die wir in diesem Kapitel kennengelernt haben, ist gemein, dass
sie keine Giitegarantie geben kénnen. Sie mogen zwar oft gute Losungen finden,
aber wie gut sie tatsédchlich sind oder ob sie ggf. eine Optimallésung gefunden
haben, konnen sie nicht feststellen. Wir werden in einem spéteren Kapitel noch
primale Verfahren kennenlernen, die in polynomialer Zeit eine gewisse Giitega-
rantie geben kénnen (sogenannte Approximationsalgorithmen). Meist sind die
Garantien, die man dort erhilt, fiir die Praxis nicht tauglich. Um wirklich (auch
fiir die Praxis) verwertbare Garantien geben zu kénnen, muss man sich mit der
Struktur der Probleme, insbesondere mit der Struktur der Losungsmengen der
zugrundeliegenden Probleme befassen. Eine wichtige Rolle hierbei spielen Poly-
eder, mit denen wir uns in den néchsten Kapiteln genauer beschéftigen wollen.
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Kapitel 5

Exakte Verfahren

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit exakten Verfahren fiir diskrete Opti-
mierungsprobleme, d.h. mit Verfahren, die den gesamten Losungsraum absuchen
und somit garantieren, eine Optimallésung zu finden, falls eine existiert. Diese
Verfahren haben im schlimmsten Fall (worst case) exponentielles Laufzeitver-
halten, sofern P # NP. Im Folgenden behandeln wir zwei klassische exakte
Algorithmen, Branch-and-Bound Verfahren und Dynamische Programmierung.

5.1 Branch-and-Bound Verfahren

Der Kern von Branch-and-Bound Verfahren ist durch geschickten Einsatz von
primalen und dualen Heuristiken den gesamten Suchraum so weit wie moglich
einzuschrinken und somit den enumerativen Teil so klein wie moglich zu halten.
Die Idee ist wie folgt:

Bestimme eine zuléssige Losung mit Methoden, wie wir sie beispielsweise in Ka-
pitel 4 kennengelernt haben. Sei zg.s die bis dahin gefundene beste Losung. Falls
keine primalen Verfahren vorhanden, setze zg.s = +00.

Gleichzeitig bestimme eine untere Schraube mit Methoden aus den vorigen Kapi-
teln (z.B. LP-Relaxierung, Lagrange-Relaxierung, Schnittebenenverfahren). Sei
dpest die beste bis dahin gefundene untere Schraube (bounding).

Gilt dpest > ZBest, S0 sind wir fertig. zp.q ist eine (beweisbare) Optimallosung.
Andernfalls wéhle eine ganzzahlige Variable x; € Z mit unterer und oberer
Schranke [; bzw. u;, d.h. I; < z; < u;. Generiere zwei Teilprobleme durch Wahl
eines Parameters v € {l;,;41,...,u; —1}. In dem ersten Teilproblem setzen wir
l; =1; und u; = 7. In dem zweiten Problem [; = v + 1 und u; = u; (branching).
Das Minimum der beiden besten Losungen aus den Teilproblemen ist offensicht-
lich eine Optimallosung fiir das Gesamtproblem.

Man hat also das Gesamtproblem ersetzt durch zwei Probleme, deren Zuléssig-
keitsbereich fiir Variable x; jeweils eingeschrankt wurde (im Falle u; = I,+1, z. B.
falls z; € {0,1}, hat man die Dimension des Problems sogar um eins reduziert.
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Mit den beiden Teilproblemen fahrt man entsprechend fort, bis alle Teilprobleme
abgearbeitet sind. Die bis dahin beste Losung muss eine Optimallosung sein. Im
Detail sieht der Algorithmus wie folgt aus:

Algorithmus 5.1 Branch-and-Bound Algorithmus fir MIP

Input

minec'x

Az <b (MIP)

[<z<u

v eZ"P xR mit Ae QM b,ce Q" 1, u € (QU {Foo})"
Output

(zuldssige bzw. optimale) Losung fir (MIP) oder die Meldung, dass es keine
zuldssige Léosung gibt.

(1) Initialisierung
zip = +oo (Wert der besten Losung)
L ={(A,b,c,l,u)} Liste der ungelisten Probleme

(2) Solange L # 0 fiihre aus
(3) Wihle (A,b,c,l,u) € L und setze L =L\ {(A,b,c,l,u)}.

Bounding

(4) Rufe Primalverfahren fir (A,b,c,l,u). Falls eine zuldssige Losung T gefun-
den wird und c¢'% < zip, setze zip = ¢' T und Tpest = .

(5) Rufe Dualverfahren fiir (A,b,c,l,u). Sei dges die beste gefundene untere
Schranke.

(6) Falls dgesy > z1p gehe nach (2), es kann innerhalb der Schranken | und u
keine bessere Losung geben.

Branching
(7) Wihle Variable x; € Z"7P und v € {l;,...,u; —1}. (x; und v ezistieren,
falls in (5) die LP-Relazierung bestimmt wurde)

Setze
L=LU{(Abeclu), (A bl u)}

R fiir i # j r_ l; fiir i # 3
ui_{’y fari:j}undli_{v—i—l firi=j

mat
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(8) End Solange

(9) Falls zjp < 400, gib Tpest aus.
Anderenfalls die Meldung, es gibt keine zuldssige Losung.

Bemerkung 5.2

(a) Das Verfahren liuft auch ohne primale und duale Heuristiken. In diesem
Fall ist es ein reines Enumerationsverfahren.

(b) Aus Lemma 2.7 wissen wir, dass es, falls Pr, # (), einen ganzzahligen
Punkt der Kodierungslinge hichstens Snto gibt (wobei o die maz. Kodie-
rungslinge einer Ungleichung ist).

D.h. Algorithmus 5.1 findet in endlicher Zeit einen ganzzahligen Punkt,
falls einer existiert, oder kann in endlicher Zeit entscheiden, ob es einen
ganzzahligen Punkt qibt. Ist das Optimum endlich, z. B. falls [,u € Q", so
wird mit Algorithmus 5.1 auch eine Optimallosung gefunden.

(¢) Das Verfahren lisst sich gut in dem sog. Branch-and-Bound Baum darstel-
len. Die Knoten entsprechen den Teilproblemen aus L, die Kanten geben
Auskunft iber die Verzweigungen.

Man kann sich auch andere als bindre Verzweigungen vorstellen (z. B.
auch Branchen auf Ungleichungen). Wichtig ist nur, dass die Vereinigung
der Losungsrdaume der Teilprobleme den Lisungsraum des Gesamtproblems
enthdlt.

(d) Beachte, dass z;p global fiir den gesamten Baum giiltig ist, dpes dagegen
nur lokal fiir den Teilbaum.

(e) Wird in Schritt (5) zur Bestimmung einer unteren Schranke ein Schnittebe-
nenverfahren verwendet, so spricht man von Branch-and-Cut Verfahren.

In diesem Fall wihlt man i.d.R. in Schritt (7) eine Variable xz;, deren ak-
tueller LP-Wert x5 ¢ 7 ist und setzt v = |z} ].

Branch-and-Cut Verfahren zihlen derzeit zu den erfolgreichsten Methoden
zur Losung von MIPs. Nahezu jede Standardsoftware beruht auf dieser Me-
thode.

(f) Implementierungshinweise

o Preprocessing
Auswahl der Variablen / Knoten ([30])

Fixieren durch reduzierte Kosten

o

o

o

Schnittebenen - Management

(0]

Verwenden des dualen Simplex-Algorithmus
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5.2 Dynamische Programmierung

Optimallosungen fiir diskrete Optimierungsprobleme lassen sich h&ufig rekur-
siv aus optimalen Teillosungen zusammensetzen. Zum Beispiel muss fiir einen
kiirzesten Weg von s nach ¢, der iiber den Knoten r geht auch der Teilweg von s
nach r und von r nach t optimal sein.

Dieses Prinzip der Optimalitat, Teillosungen von Optimallésungen sind selbst opti-
mal, macht sich die dynamische Programmierung zu nutzen, indem Optimallsun-
gen sukkzessive aus Teillosungen zusammengesetzt werden. Formal wird dieses
Vorgehen wie folgt eingebettet:

Wir betrachten ein dynamisches System in seinem zeitlichen Verlauf von 7" Peri-
oden. In jeder Periode t € {0, 1,...,T} kann sich das System in einer Menge von
Zustanden X; befinden. Die Zustandsvariable x; beschreibt den Zustand des Sy-
stems zum Zeitpunkt ¢ und fasst alle relevanten Informationen der Vergangenheit
fiir die kiinftige Optimierung zusammen.

Der Zustand z;; zum Zeitpunkt ¢4 1 héangt funktional vom Zustand x; und einer
Steuervariable y; ab, d.h.

(5.1) Tey1 = fe(ze, ) t=0,...,T—1.

Beachte, der Zustand x;,1 héngt nicht von friiheren Zusténden z;,l < t, ab. Die
Steuervariablen seien Elemente einer Menge S;.
Ebenso gibt es eine zu minimierende Zielfunktion,

(5.2) g(xg,y) t=0,...,T

die additiv iiber die Zeit ist. D.h. der Gesamtwert GG ergibt sich aus
T-1

(5.3) G =Y gixe,u) + gr(er),
t=0

wobei gr(xr) Terminalkosten am Ende des Prozesses bezeichnen.

Definition 5.3 (Dynamisches Programm,)
Das folgende Problem heifft Dynamisches Programm

T-1

min Z 9e(xe, ye) + gr(27)
t=0

Tr1 = fi(Te, i)
xg € Xo (meist vorgegeben = Anfangszustand)
xtGXt tzl,,T
thSt tZO,...,T—l
Fine Entscheidungsfolge 11 = (yo, ..., yr_1) heifst Strategie.

Fine Strategie heifst zulassig, falls y, € Sy und xy, definiert durch (5.1), aus X,
15t.
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Ein Dynamisches Programm ist also nichts anderes als ein Optimierungsproblem
iiber einem dynamischen System.

Das Prinzip der Optimalitat ldsst sich an einem Dynamischen Programm sehr
einfach formulieren.

Prinzip der Optimalitéit fiir Dynamische Programme:

Sei II* = (yg,...,y5_,) eine optimale Strategie fiir 5.3. Betrachte nun das Teil-
problem, in dem wir am Zeitpunkt ¢ beginnend (d.h. z; ist der Anfangszustand)
die Kosten fiir die verbleibenden Perioden [ = ¢+ 1,...,7T minimieren mochten.
Dann ist die Teilstrategie (y;, ..., y5_;) optimal fiir dieses Teilproblem.

In anderen Worten, die Entscheidung y; zum Zeitpunkt ¢ hédngt nicht von den
vorhergehenden Entscheidungen yq,...,y;—1 ab. Dieses Prinzip kann man sich
nun algorithmisch zunutze machen, in dem man von hinten beginnend (t = T')
sich optimale Teilstrategien konstruiert und diese zu optimalen Strategien fiir
frithere Perioden zusammensetzt:

Algorithmus 5.4 DP Algorithmus
Input Ein dynamisches Programm (DP) wie in Definition 5.3
Output Optimalwert von (DP) und eine optimale Strategie II* = (yo,...,yr_1)

(1) Setze Jr(xr) = gr(xr) fir xr € Xr

(2) Fort=T 1100 do

| Ti41
Ji(xy) = ytelsl*lt <9t($t7 y) + i (fe(xe, ye) ))

(3) Gib Jo(xg) und IT* = (y5,...,y5_ 1) aus, wobei y; jeweils die rechten Seiten
in (2) minimieren.

Satz 5.5 Algorithmus 5.4 lost (DP).

T-1

Beweis. Seien J(z;) = mr}n(gT(:CT) + > gr(xk,yx)) die Werte der optimalen
k=t
Teilstrategien. Wir zeigen per Induktion nach ¢, dass Jy(z;) = J;(x;) fiir alle

Ty € Xt.
Der Fall t =T ist klar.
Nehmen wir also an, dass fiir ein ¢ < 7' und alle ;11 € X¢yq gilt J7 (Te41) =

Jir1(Te11).
Dann gilt mit IT* = (y,, [I**1) fiir alle z;.
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T-1
Ji () = min (gi(z,ye) + gr(vr) + D gr(Th, Yr))
(ye,1IEF1) k=t+1
T-1
(Prinzip der Optimalitdt) = min ¢:(z¢, ) + min(gr(zr) + > gr(@k, yk))
Yyt €St It+1 k=t-+1
= min g(@, ye) + Jf+1(33t+1)
Yt €St
(Ind ann.) = min gt(l't, yt) -+ Jt—l—l(xt—i—l)
Yt €St

= Ji(zy) .

Anwendungen

Beispiel 5.6 Kiirzeste Wege

Betrachte einen gerichteten Graphen D = (V, A) mit nichtnegativen Gewichten
cij > 0. Gesucht sind fir einen Knoten s die kiirzesten Wege von s zu allen
anderen Knoten 1 € V.

Zur Berechnung dieser Wege betrachte die Funktion

Dy(i) = Ldinge eines kiirzesten Weges von s nach i,
der tiber maximal k Knoten lduft.

Dann qilt die Rekursion

(5.4) Dy(j) = min {Dk_l(j), irer‘l/i(r})(Dk_l(i) + cz-j)}

Berechnen wir diese Werte fiir k von 1 bis n — 1 fiir alle 5 € V', so enthdlt am
Ende D,_1(j) den Wert eines kiirzesten Weges von s nach j. Die Laufzeit des
Algorithmus betrdgt O(m - n).

Dieser Algorithmus ist ein DP Algorithmus im Sinne von Algorithmus 5.4.
Betrachte dazu das folgende Dynamische Programm

T =n
X, = {P; | P; ist ein kiirz. Weg von s nach j iber max. t Knoten}
U {0}
St == V
P, fallsij € A,
fi(Pj,1) = P; , fallsi=j,
0 , sonst.
cij , fallsij € A,
gt (Pj,i) = 0 , fallsi=j,
o0, S0nst.
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Damit liest sich Algorithmus 5.4 wie folgt

= { Csi,  falls si € A,

+00, sonst.

(5:5) Jo(

s

(Setze P; = {si}, falls Jo(P;) = cqi, P, = 0, sonst.)

H(B) = min((Py) + Ja(fi(Py.i)

= min (Ze%’/n(}sr(lj)) Cij + Jt—l(Pi)a 0 =+ Jt—l(Pj); OO) .

(5.6)

Setze
P = Pz U {Z]}a falls Jt(Pz) = Cjj + Jt—l(Pi)7
=1p falls Ji(P;) = Ji1(P).

was genau (5.4) entspricht. Beachte auch, dass P; U{ij} = P; wieder einen Weg
ergibt, da c;; > 0.

Beispiel 5.7 Das 0/1 Rucksackproblem
Betrachte folgendes 0/1 Rucksackproblem

n

max E C;Y;
i=1
n

Yo oayi <b

1=1

yiE{O,l} 1=1,....n

Das 0/1 Rucksackproblem kann auch als Dynamisches Programm aufgefasst wer-
den. Sei dazu

T = n+1 (fir jede Variable eine Periode plus Slackvariable)
x; = Restkapazitat in Periode j (Zustandsvariable)
y; = Steuervariablen

Ubergangsfunktion f aus (5.1) ist
T = i, y5) = v — a;y;
Fiir die Zielfunktion (5.2) gilt
9i(%5,95) = ¢,
Dariiber hinaus haben wir

X, = {0,1,...,b}, j=1,... . n+1
X, = {b},
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sowie
S; = {0,1}, falls z; > a;
S; = {0}, sonst.

Beachte, dass S; vom Zustand x;_; der Vorperiode abhingt, was aber der Giiltig-
keit der entwickelnden Theorie und Verfahren keinen Abbruch tut.
Das 0/1 Rucksackproblem liest sich nun als (DP) wie folgt

T n
max » _ g;(x;,5;) = Y ¢y
j=1

7j=1
.’L’j_|_1 = :Uj—ajyj jzl,,n—f—l
I = b
Z; - Xj
Y; € Sj

Algorithmus 5.4 liest sich entsprechend

(5.7) Jni1(d) =0 fir alled =0,1,...,b

Ji(d) = g?%(gi(d, y;) + Jia(fild, i)

(5.8) [ Jia(a), falls d < a;,
B maX{JiH(d), ¢ + Ji+1(d - CL,’)}, falls d 2 a;,

firi=mn,n—1,...,1. Die Optimallosung ist dann maxy Ji(d).

Beachte Algorithmus 5.4 hat Laufzeit O(n-b), ist also pseudo-polynomial und fiir
kleine rechte Seiten durchaus verwendbar.

5.3 Primale Methoden

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit exakten primalen Verfahren zur
Losung von ganzzahligen Programmen. Genauer gesagt, behandeln wir soge-
nannte Augmentierungsverfahren, das heifit Verfahren, die ausgehend von einer
zuldssigen Losung durch iteratives Verbessern eine optimale Losung zu finden ver-
suchen. Wir haben uns in in Kapitel 4 mit Heuristiken beschéfigen, die ebenfalls
als lokale Verbesserungsverfahren interpretiert werden konnen, aber im Allge-
meinen keine Optimallosungen garantieren konnen. In diesem Kapitel wollen wir
uns genauer mit der Menge der zugrundeliegenden Verbesserungsvektoren, auch
Augmentierungsvektoren genannt, beschéftigen. Dies wird uns auf den Begriff
der Testmenge fithren. Wir werden sehen, dass Testmengen in engem Zusam-
menhang zu Hilbert-Basen stehen, wie wir sie in Kapitel 2.4 eingefiihrt haben.
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Wir werden eine vergleichbare Aquivalenz zur Separierung und Optimierung, vgl.
die Vorlesung ,,Einfiihrung in die Optimierung“ beweisen, in dem wir zeigen, dass
das Finden einer Optimallosung polynomial dquivalent zum Augmentierungspro-
blem ist, das heifit zu dem Problem, gegeben eine zuléssige Losung, entscheide,
ob die Loésung optimal ist, wenn nicht gib einen Verbesserungsvektor an. Diese
theoretischen Untersuchungen fiihren uns auch auf neue algorithmische primale
Ansétze. Wir werden in diesem Zusammenhang die ,, Integral Basis Method*“, die
auf Arbeiten von Weismantel zuriickgeht, genauer untersuchen.
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Kapitel 6

Approximationsalgorithmen

Allen primalen Verfahren, die wir bislang in Kapitel 4 kennengelernt haben, ist
gemein, dass sie keine Giitegarantie geben konnen. Sie mogen zwar oft gute Losun-
gen finden, aber wie gut sie tatsédchlich sind oder ob sie ggf. eine Optimallosung
gefunden haben, konnen sie nicht beweisen. In diesem Kapitel betrachten wir
exemplarisch noch einige Verfahren, die in polynomialer Zeit immer eine gewisse
Losungsgarantie erreichen.

Definition 6.1 (Approximations-Algorithmen) Sei 11 ein diskretes Optimie-
rungsproblem und A ein Algorithmus zur Lésung von I1. Bezeichne cop(I) den
Optimalwert fir I € 11 und c4(I) den Wert, den Algorithmus A liefert.

(a) A heifit e-Approximations-Algorithmus, falls A polynomiale Laufzeit hat und
ca(I) hochstens e-mal schlechter als cop(I) ist fir alle I € I1. D.h. fir

Minimierungsprobleme: cq < € copr mit € > 1

Mazimierungsprobleme: ca > €cope mit € < 1
€ heifst die Glitegarantie von A.

(b) A heifit polynomiales Approximationsschema (PAS), falls fiir jedes feste ¢ > 0
A in polynomialer Laufzeit (polynomial in (I) fir I € 11) eine Giitegarantie
von 1+ € (bzw. 1 — €) hat.

(¢) A heifit vollpolynomiales Approximationsschema (FPAS), falls die Laufzeit
polynomial in (I) und % ist.

Ein FPAS ist das Beste, was man erreichen kann fiir ein N'P—schweres Problem
wie der folgende Satz zeigt.

Satz 6.2 Seu Il ein diskretes Optimierungsproblem. Gibt es fiir II ein FPAS, das
auch polynomial in (€) ist, so gibt es einen polynomialen Algorithmus fir I1.
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Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir Minimierungsprobleme (fiir Maximierungs-
probleme geht es analog).

Sei A ein FPAS fiir I1, das auch polynomial in (€) ist. O.B.d.A. sei die Zielfunktion
¢ ganzzahlig. Wir konstruieren einen polynomialen Algorithmus wie folgt:

1. Setze e = 1 und wende A auf I € IT an. Wir erhalten einen Wert ca,(I).

1
2. Setze 5 = m

3. Wende A auf I mit Approximationsgiite d an. Wir erhalten einen Losungs-
wert ca, (1).

Obiger Algorithmus zur Berechnung von cy, (/) ist polynomial. Wir zeigen nun
noch, dass cot(I) = ca,(I).

copt(1) < ca (1) < (L+0)eop(l) = (1 + 3 e )+1)Copt(])
< (I+ ﬁ)com(]) = Copt(1) + 1-

Im vorletzten Schritt wurde cop(l) < ca. (I) + 1 benutzt. Da ¢ ganzzahlig ist,
folgt die Behauptung. i

Im Folgenden wollen wir uns noch Approximations-Algorithmen bzw. FPAS fiir
verschiedene diskrete Optimierungsprobleme anschauen. Wir werden dabei einige
interessante Algorithmenideen kennenlernen, die sich auf andere Probleme iiber-
tragen lassen. Wir beginnen mit einem Beispiel aus einem grofien Anwendungsfeld
fiir Approximations-Algorithmen, den Scheduling-Problemen.

6.1 Randomisierte Rundeverfahren

Die Idee vieler Approximations-Algorithmen ist das Potential der LP-Rela-
xierungen zu nutzen und diese geschickt zu runden. Der Erfolg dieser Verfah-
ren hiangt von dem Geschick ab, die gerundete Losung geeignet abschétzen zu
kénnen. Hier helfen héufig randomisierte Techniken. Wir erlautern die Ideen an
einem Beispiel aus dem Scheduling-Bereich, einem der klassischen Bereiche fiir
Approximationsalgorithmen.

Beispiel 6.3 Betrachte m identische Maschinen My, ..., M,,,m > 2, undn Jobs
J1, ..., Jn. Jeder Job J; hat Strafkosten e; bei Ablehnung und Produktionszeiten
pi; auf Maschine M;. Jeder Job kann beliebig unterbrochen und weitergefihrt
werden. Fiir jeden Job soll entschieden werden, ob er angenommen wird oder
nicht und die angenommenen Jobs sollen so auf die Maschinen verteilt werden,
dass der Makespan (Produktionszeit der langsamsten Maschine) minimiert wird.
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Formulierung als MIP:

x;; = Anteil von Job j auf Maschine i

o 1, falls Job i angenommen wird
Yi = 0, sonst.

T = Makespan

min T + Z(l — yj)ej

j=1

Zpijxij ST izl,...,m
j=1
m
Zpisz'j <T J=1....n
i=1

ZZL’Z'J' =Y; jzl,...,n
i=1
Lij ZO z':l,...,m,jzl,...,n

y; €{0,1} j=1,...,n

Beachte, dass obiges Modell das Scheduling-Problem tatsdchlich korrekt be-
schreibt, da die Jobs beliebig unterbrechbar sind. Man kann zeigen, dass obiges
Schedulingproblem N P-schwer ist.

Satz 6.4 Das Scheduling-Problem aus Beispiel 6.3 ist N'P-schwer.

Beweis. Zum Beweis siehe [25]. O

Betrachte folgenden Algorithmus zur Losung des Scheduling-Problems:
Algorithmus 6.5 Deterministischer Rundealgorithmus

(1) Bestimme Lésung x*,y* der LP-Relaxierung des Scheduling-Problems.
(2) Wihle a mit 0 < a < 1.

(3) Fiir jeden Job j fiihre aus:

4 Ist y < « setze y; = x;; = 0 fiir alle 1.
J J j
5 Ist y* > a setze y; = 1 und x;; = —xi.? tr alle 1.
J J i =
J

(6) End Frir
(7) Giby,x aus.
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Satz 6.6 Algorithmus 6.5 ist ein 2-Approximations-Algorithmus.
Beweis. Es gilt (vgl. Schritt (4) und (5))

1 X
(1-y) € = (1-4)
und
1 *
und damit

a 1, 1 .
T+) (1-y)e; < =T +——=> (1-y))e,
j=1

o 1l—a“
7j=1
< max(L L@ 30 e
max{—, —— —yHe;
- a'1l—a« s Yj )€
1 1
< Yo
< maX{a’l—a}COpt

Fir a = % erhélt man die Behauptung.

e

Durch Randomisieren kann man die Giitegarantie sogar noch auf —%

verbessern:

Algorithmus 6.7 Randomisierter Rundealgorithmus

(1) Wiein 6.5.

(2) Fiir jedes a € [2, 1) N{y5,...,y} fihre Schritte (3)-(5) in 6.5 aus.
(3) Gib die beste der n gefundenen Lisungen aus.

Satz 6.8 Algorithmus 6.7 ist 1.58 approrimativ.

Beweis. Betrachte zunéchst eine gleichverteilte Zufallsvariable o auf dem In-

tervall [1,1]. Dann gilt

1 1
1
E(T) = 61/ Tdo < 61/1 ~T"da = elT*.

€ — € — € —

™|
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Ferner haben wir

D.h. .
e
E(T+) e(l—y)) < 7 Cont

und damit haben wir einen randomisierten % Approximations-Algorithmus.

Zur Derandomisierung beachte, dass verschiedene Losungen nur dann auftreten,
falls v € {yi,...,y;} und damit geniigt es fiir o € [£,1]N{yf,...,y;} gerundete
Losungen zu berechnen. i

6.2 Ein FPAS fiir das Rucksackproblem

In diesem Abschnitt wollen wir uns ein FPAS fiir das Rucksackproblem betrach-
ten. Die Idee des Algorithmus ist es, sich auf die Gegenstdnde zu konzentrieren,
die den maximalen Gewinn versprechen und dieses Teilproblem annidhernd opti-
mal zu l6sen. Bei geeigneter Definition von “grofl” und “anndhernd” kann dieses
Problem mittels Dynamischer Programmierung optimal gelost werden. Der Rest
wird dann per Greedy-Algorithmus aufgefiillt:

Algorithmus 6.9 (FPAS fiir das 0/1 Rucksackproblem)

Input: aj,c;, € Zy,5=1,...,n. 0.B.d.A 22222 beZy und zwer
Parameter s, t.

Output: Approx. Lisung des 0/1 Rucksackproblems
(geeignete Wahl von s und t liefern Gitegarantie €, siehe Satz 6.11).
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(1) Abschitzung der Optimallosung.
Sei k mazimaler Index mit Z?Zl a; <b.

k1
Setze Cogp = Zjil Cj.

(2) Zerlegung der Indexmenge
L:={je{l,....n}|c; >t} (large indices),
S:={je{l,...,n}|¢; <t}(small indices).

(3) Lose folgende spezielle Rucksack-Probleme fiir d = 0,1,...,|%t|:

min E aja:j

jeL
C.
(GKFy) ZL;JJ%' =d
jeL
z; € {0,1}, JjEeL
(4) Fird=0,1,..., || fihre aus
(5) Sei 24, € L die Optimallisung von (GKP,)

(6) Falls Y ;. ajx? < b gilt, wende den Gewichtsdichtengreedy an auf

max E Cj.’l?j

JjeSs
(K Py) D am; <b—) at (=:by)
Jjes jEL

z;€{0,1}, je&§

Sei :1: ] € S die Greedy Losung.
Dann 15t x ,7=1,...,n eine Losung des 0/1 Rucksackproblems.

(7) End For (d)
(8) Gib die beste der maximal ([“t] + 1) gefundenen Losungen aus.

Satz 6.10 Sei ¢ der durch Algorithmus 6.9 gefundene Losungswert. Dann gilt

S
CIK Z Copt — (zcopt + t)
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Beweis. Sei z7,...,x} eine Optimallosung des 0/1 Rucksackproblems. Setze
d=73 e[ 7]} Dann gilt

1 i 1 1
d < ngcjxjj < | =copt] < Lgcestja

- S
JEL

wobei zu beachten ist, dass c.s grofler oder gleich als der LP-Wert ist. Also ist
in Algorithmus 6.9 eine Kandidatenlésung 4, ..., Z, mit

> Fa=d

betrachtet worden, da in diesem Fall die Losungsmenge nicht leer ist.
Dann gilt

n
(A) CIK > ch:ﬁj = Copt — ch Zc]xj Zc] chxj

j=1 jeL jeL JjES jeSs

Wir erhalten

ZCJ ZCJZL’JSSZ Ja* —I—Z )T} —SZ C] 1Z;

JEL JEL JEL JEL JEL
H_/ w_/
cj s
E —sL x<3§ ;< - g c]]_gcopt
JGL\—\f—/ JeL JEL
<s

Um den zweiten Term in (A) abzuschitzen, benotigen wir folgende Beziehung
(*) CGreedy > Copt — maX{Cj | ] = 1, . ,’I”I,}.

Gilt Z?Zl a; < b, so ist dies offensichtlich richtig. Andernfalls gilt

Oéb—zaj<ak+1

j=1

und damit
b— Z?:l aj

Copt < E Cj + Cky1 .
k+1

j=1

< CGTeedy + Ck+1-
Mit (x) folgt

CGreedy = Zc]xj > copt —max{c; | j € S} > cop —L.

jeSs

(K Pa) (KPd) (KPy)
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e
Es folgt daraus

(C) t > &2&/ CGreedy > Z CJ Z CJxJ

K Wy IS Je8

(A), (B) und (C) zusammen ergeben

S
CIK 2 Copt — (Zcopt + t)

Satz 6.11 Seie > 0. Setze s = (%)%est und t = £cess. Dann gilt
(a) Die Laufzeit von Algorithmus 6.9 ist O(nlogn) + O(n(1)?).

(b) Fiir den Wert der Optimallosung gilt
cix > (1 — €)copt.

Also ist Algorithmus 6.9 ein FPAS fir das 0/1 Rucksackproblem.

Beweis.

Ad (a): Schritt (1) und (6) (einmalig) bendtigen zur Sortierung O(nlogn). Be-
rechnung von s und ¢ ist O(loge + n). Losung von Schritt (3) bendtigt
O(n|t]) = O(%), siche Kapitel 5.2. In Schritt (4) wird O(e ) mal der
Greedy-Algorithmus mit Laufzeit O(n) angewendet, macht O(%). Insge-
samt belduft sich die Laufzeit also auf O(nlogn + %).

Ad (b): Zunéchst gilt 2521 ¢j < Copt UNA i1 < Copr und damit cesp < 2¢,p¢ SOWiE
t < %copt. Mit Satz 6.11 erhalten wir

€ 2¢

S
CIK Z Copt — (tcopt + t) Copt — (Scopt + gcopt) - (1 - 6)Capt-

6.3 Primal-Dual Verfahren

Die Idee dieser Verfahren ist, ausgehend von einer zulissigen Losung des Dua-
len der LP-Relaxierung eines Ganzzahligen Programms eine zuléssige primale
Losung zu generieren. Wir wissen aus der Vorlesung ,, Einfiihrung in die Optimie-
rung”, ein Paar von Losungen x und y ist optimal fiir das primale bzw. duale
lineare Programm genau dann, wenn die Bedingungen des Satzes vom schwachen
komplementéaren Schlupfes erfiillt sind. Wir wissen, dass fiir lineare Programme,
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welche bekanntlich polynomial 16sbar sind, diese Bedingungen auch tatséchlich
erfiillt werden konnen. Fiir ganzzahlige Programme ist dies nicht zu erwarten,
sofern P # N'P. Die Idee ist nun die komplementiren Schlupfbedingungen zu
relaxieren und sich auf nur eine der beiden Bedingungen zu konzentrieren. Wir
werden das Verfahren an einer sehr allgemeinen Klasse von Problemen, dem sog.
Hitting Set Problem, erklaren. Wir werden gleich sehen, dass dieses Problem viele
bekannte polynomiale als auch N'P-schwere Probleme beinhaltet.

Definition 6.12 Hitting Set Problem
Gegeben ist eine Grundmenge E und eine Liste von Teilmengen Th,..., T, C E
sowie nicht-negative Gewichte c., e € E. Finde eine Teilmenge A C E minimalen

Gewichtes, so dass ANT; £ 0 firi=1,...,p (d.h. A ,hits“ (trifft) jedes T;).
Das Hitting Set Problem beinhaltet unter anderem folgende Probleme

e Kiirzeste-Wege-Problem in ungerichteten Graphen

e Knoteniiberdeckungs-Problem

e Minimal-Aufspannende-Baum Problem

e Minimales Arboreszenz-Problem

e Steinerbaum-Problem

e Set Covering Problem (ist sogar dquivalent dazu)

e Survivable Network Design Problem

e Perfektes Matching Problem

Das Hitting Set Problem kann als ganzzahliges Programm wie folgt modelliert
werden:

min Y e,
eclk

(6.1) Yowe>1 firi=1,...,p
ecT;

z. € {0,1} firee E.

Die LP-Relaxierung von (6.1) lautet

min Y e,

eckE

(6.2) Yoxe>1 furi=1,...,p
ecT;
e >0 firee F,
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und das duale lineare Programm zu (6.2) ist

P
min ) y;
i=1
> yi<c fireekF,
i:e€T;
yi >0 firi=1,...,n.

Sei x der Inzidenzvektor einer Menge A C E und y eine dual zuléssige Losung,
so lauten die komplementéren Schlupf-Bedingungen:

(6.3) ec A = Zyi:ce
ie€T;
(6.4) yi>0 = |[ANT| =1

(6.3) werden auch die primalen und (6.4) die dualen komplementére Schlupf-
Bedingungen genannt.

Die Idee ist nun, sich auf die primalen Bedingungen zu konzentrieren und die
dualen zu relaxieren.

Betrachte eine zulédssige duale Losung y (diese ist einfach zu finden, z. B. y = 0,
da ¢ > 0) und setze

A:={ecF| Zyi:ce}.

i:e€T;

Ist A zulidssig, so haben wir ein A gefunden, das (6.3) erfiillt. Ist A unzuléssig,
so kann es keine zulédssige Losung geben, die (6.3) erfiillt. In diesem Fall kann
jedoch y erhoht werden.

Da A unzulissig ist, existiert ein T}, mit A N 7T, = (. Wir nennen 7}, verletzt.
Erhéhen wir y;, so verbessert sich die duale Zielfunktion. Um duale Zuléssigkeit
beizubehalten, kann y; maximal auf

(6.5) Y = min {ce - > y}

1#£k: e€T;

erhoht werden. Beachte y, > 0, da AN T, = @ und somit ¢, — Z#k:eeﬂ y; >
Ce — Zi:eeTi y; > 0 fiir alle e € Ty,.

Fiir diesen Wert y; gibt es mindestens ein e € E \ A, ndmlich argmin in (6.5),
das zu A hinzugefiigt werden kann. Dieses Verfahren wird nun wiederholt bis A
zuldssig ist.

Algorithmus 6.13 Primal-Dual Algorithmus (Grundversion)

(1) Setze y =0.
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(2) Setze A=1)
(3) Solange 3k : ANTy, =0 fiihre aus
(4) Erhohe yy bis e € Ty, : > i = ce.

i:e€T;

(5) Setze A = AU {e}.
(6) End Solange
(7) Gib A (und y) aus.

Um die Laufzeit von Algorithmus 6.13 abzuschétzen, beachte, dass die Schritte
(3) bis (6) hochstens |E|-mal durchlaufen werden, da A C F, und dass Schritt
(4) maximal O(|F|) Zeit benotigt. Die Gesamtlaufzeit hdngt also von Schritt (3)
ab. Nehmen wir an, wir haben ein Orakel, das uns, gegeben eine Menge A C F,
entscheidet, ob A zulissig ist, und falls nicht, ein T}, mit A N T} = @) zuriickgibt,
so haben wir einen orakel-polynomialen Algorithmus.

Im Folgenden nehmen wir an, dass dieses Orakel uns immer eine (bzgl. Inklusion)
minimale verletzte Menge zuriickgibt. Im Falle von Netzwerkentwurfsproblemen,
in denen die T; = §(.5;) fiir ein S; C V sind, beziehen wir die Minimalitit auf die
zugehorige Knotenmenge 5;. Wir nennen diese Regel die Minimale Verletztheits-
regel. Wir werden sehen, dass diese Mengen in den nun folgenden Anwendungen
einfach zu bestimmen sind und wir somit einen polynomialen Algorithmus 6.13
erhalten.

Um die Giite der Losung A in Schritt (7) von Algorithmus 6.13 abschétzen zu
kénnen, beobachten wir, dass aufgrund von (6.3) gilt:

(6.6) c(A) = Zce = Z Z Yi

ecA ecA i:ecT;

p
= Z |ANT| yi.
i=1

Gelingt es uns nun ein « zu finden, so dass

(6.7) IANT;| <afiiralle:=1,...,pmit y; >0,

so ist Algorithmus 6.13 ein a-Approximationsalgorithmus.

Ein triviales « ist

(6.8) a = max |Tj|.
=1 D

Diese Beobachtung liefert uns zum Beispiel fiir das Knotentiberdeckungs-Problem
einen 2-Approximationsalgorithmus, da |T;| = 2 fir allei =1,...,p.
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Satz 6.14 Algorithmus 6.13 ist ein 2-Approximationsalgorithmus fiir das Kno-
teniiberdeckungs-Problem.

Im Allgemeinen ist jedoch (6.8) keine Konstante und (6.7) auch nicht. Betrachte
zum Beispiel Algorithmus 6.13 fiir das Kiirzeste-Wege-Problem auf einem Stern,
vgl. Abbildung 6.1.

Abbildung 6.1: Beispiel fiir nicht konstantes «

Hier ist es moglich, dass A am Ende von Algorithmus 6.13 alle Kanten beinhaltet,
jedoch die Kante st geniigen wiirde.

Wir verfeinern daher unseren Algorithmus und eliminieren am Ende alle unnoti-
gen Kanten:

Algorithmus 6.15 Verbesserter Primal-Dual Algorithmus
(1) Setze y =0.

(2) Setze A=10

(3) Setzel =0

(4) Solange Ik : ANT, =0 fihre aus

(5) Setze l =1+ 1.

(6) Erhohe yy bis 3e; € Ty, : Y yi = ¢,
i:e€T;

(7) Setze A = AU {e}.

(8) End Solange

(9) For j=1 Downto 1 Do
(10) Falls A\ {e;} zuldssig, setze A = A\ {e;}.
(11) End For
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(12) Gib A (undy) aus.

Schritte (9) bis (11) nennen wir Riickwartsldschung.
Durch diese Erweiterung erhalten wir eine neue interessante Abschétzung fiir
|ANT;| firallei =1,...,p.

Definition 6.16 Sei A C E unzuldssig. Dann heifst B C E minimale Erweiterung
von A, falls gilt:

(a) B ist zulissig.
(b) AC B.
(c) Fir alle e € B\ A gilt: B\ {e} ist unzuldssig.

In Abbildung 6.2 ist eine minimale Augmentierung fiir das Kiirzeste-Wege-
Problem angedeutet, die gestrichelten Kanten sind die Kanten in A, B enthéilt
zusétzliche alle durchgezogenen Kanten.

N
\ N
[ .
\ ~
\ A
\ N Tt --
| . ><
| PR AN
@ -7 '
1 _ 7 \
\ ———. \
\ \
N \ \ 1
~ o \ \ @ /
S \ \ - /
- ~
S o /
AN \ /
N @ ’

Abbildung 6.2: Beispiel einer minimalen Augmentierung

Betrachte nun noch einmal Algorithmus 6.15 und sei A; die Losung, die am
Schluss in Schritt (12) ausgegeben wird. Betrachte in Schritt (10) die Situation,

dass e; nicht geloscht werden kann. Dann ist A = {ey,...,e;_1} unzulissig und
B = A;U{e,...,e;_1} eine minimale Augmentierung von {ey,...,e;_;}. Ferner
gilt:

A, NT;| < |BNT;| firallei=1,...,p.

Letzteres gilt sicher auch, wenn wir das Maximum iiber alle méglichen minimalen
Augmentierungen nehmen. Sei

(6.9) B = max max  [BNT(A)],
unzuléssig Augm. von A
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wobei T'(A) die von Algorithmus 6.15 in Schritt (4) gewahlte Menge T}, bezeichne,
wenn dem Orakel als Input die Menge A gegeben wird.

Damit erhalten wir

Satz 6.17 Algorithmus 6.15 ist ein S-Approzimationsalgorithmus fiir das Hitting
Set Problem.

Folgerung 6.18 Fiir das Kiirzeste-Wege-Problem gilt 5 = 1. D.h. Algorithmus
6.15 lost das Kiirzeste-Wege-Problem in polynomialer Zeit.

Beweis. Sei A eine beliebige unzuléssige Menge. D.h. A zerfillt in mindestens 2
Komponenten, eine davon, sagen wir T, enthéilt den Startknoten s, eine andere
den Endknoten ¢, die wir mit 7; bezeichnen. Aufgrund unserer minimalen Ver-
letztheitsregel wird in Schritt (4) Ty vom Orakel zuriickgegeben. Offensichtlich
gilt fiir jede minimale Augmentierung B von A, dass |BNJ(Ts)| = 1 gilt. Daraus
folgt 5 = 1. 0

Folgerung 6.19 Fir das Minimalkosten-Arboreszenz-Problem gilt f = 1. D.h.
Algorithmus 6.15 lost das Minimalkosten-Arboreszenz-Problem in polynomialer
Zeit.

Beweis. Zur Wiederholung, das Minimalkosten-Arboreszenz-Problem ist das Pro-
blem, gegeben ein gerichteter Graph G = (V, E)) mit nicht-negativen Bogenge-
wichten und ein bestimmter Knoten r» € V', Wurzel genannt, finde einen aufspan-
nenden Baum mit minimalen Kosten, so dass es einen gerichteten Weg von r zu
allen anderen Knoten gibt.

Sei nun A eine beliebige Teilmenge von E. Das Verletztheitsorakel mit der mi-
nimalen Verletztheitsregel in Schritt (4) von Algorithmus 6.15 kann so imple-
mentiert werden, dass zunichst alle stark zusammenhédngenden Komponenten
bestimmt werden und dann iiberpriift wird, ob es eine Komponente S gibt mit
ré¢ S und §(S)N A = (). Gibt es kein solches S, so enthilt A offensichtlich eine
r-Arboreszenz.

Andernfalls erhalten wir in Schritt (4) eine stark zusammenhidngende Kompo-
nente S mit » ¢ S und 07(S) N A = (). Offensichtlich enthilt jede minimale
Augmentierung B von A genau einen Bogen aus §~(.5), da dadurch alle Knoten
in S erreichbar sind. Damit folgt 8 = 1. N

Wir wollen uns zum Abschluss dieses Kapitels noch eine weitere Verfeinerung
von Algorithmus 6.13 bzw. Algorithmus 6.15 ansehen. Fiir Graphenprobleme, die
mehrere Ziel- und/oder Quellknoten haben (wie zum Beispiel fiir das Matching-
Problem oder das Steinerbaum-Problem) reichen die bisherigen Argumente nicht
aus, da eine minimale Augmentierung immer eine nicht-konstante Anzahl an
Kanten in den jeweiligen Schnitten enthalten kann.
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Die Idee ist nun, sich nicht nur auf eine verletzte Menge in Schritt (4) zu kon-
zentrieren, sondern auf alle gleichzeitig und gleichzeitig alle zugehorigen dualen
Variablen zu erhéhen. Die konstante Approximation erhélt man, wie wir spéter
sehen werden, schliellich durch Durchschnittsbildung. Zunéchst der Algorithmus.

Algorithmus 6.20 Simultaner Primal-Dual Algorithmus
(1) Setzey=0.

(2) Setze A=10

(3) Setzel =0

(4) Solange A nicht zulissig fihre aus

(5) Setze | =1+ 1.

(6) V(A) = Menge aller minimalen verletzten Mengen S von A.

(7) Erhohe ys gleichmdfsig fir alle S € V(A) bisde; ¢ A: > y; = c,.
i:e€eT;

(8) Setze A= AU {e}.

(9) End Solange

(10) For j =1 Downto 1 Do

(11) Falls A\ {e;} zuldssig, setze A = A\ {e;}.
(12) End For

(13) Gib A (undy) aus.

Zur Abschétzung der Giite von Algorithmus 6.20 bezeichne in Iteration j mit
¢; die Erhohung aller dualen Variablen y; mit 7; € V;, wobei V; die Menge der
minimal verletzten Mengen in Iteration j sei. Dann gilt

Y = Z €5,

7TV

und damit (vgl. Schritt (7))

P l
S ui=> Wile
j=1

=1
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Fiir die Kosten von Ay ergibt sich damit, vgl. (6.6):

p
co(Ap) =) 1A N Ty,
i=1

p
=2 40T 3 .
i=1

J:T;€V;
l
Jj=1 T;eV;

Das heifit wir erhalten einen ~-Approximationsalgorithmus, falls

(6.10) > 1A NT <Ay

T;eV;

Wenden wir nun die gleiche Argumentation wie in (6.9) und Satz 6.17 an, so
erhalten wir folgenden Satz.

Satz 6.21 Algorithmus 6.20 ist ein y-Approximationsalgorithmus, falls

(6.11) > IBNT| <AV(4)]
T;eV(A)

fiir alle unzuldssigen Mengen A und alle minimalen Augmentierungen B von A.

Wir wollen nun diesen Algorithmus verwenden, um Approximationsresultate (ge-
nauer gesagt 2-Approximationen) fiir Netzwerkentwurfsprobleme zu zeigen, die
folgende Struktur haben:

min Y .,

ecFE

(6.12) S . > f(S) firalle SCV,
e€d(S)
z. € {0,1} fir e € E.

f:2Y +— {0,1} sei dabei eine 0/1 Funktion mit folgenden Eigenschaften:
(a) f(V)=0.
(b) f ist maximal, das heifit

VA,BCV,ANB=0gilt: f(AUB) < max{f(A), f(B)}.

(c) f ist symmetrisch, das heifit: f(S) = f(V'\ 9).
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Wir nennen eine Funktion mit diesen Eigenschaften echt.

Beachte, dass die Mengen T; in Algorithmus 6.20 assoziiert werden konnen mit
Knotenmengen S; C V| wobei T; = 6(.S;). Unser Ziel (6.11) mit v = 2 zu zeigen,
liest sich damit wie folgt:

(6.13) > 16s(9)] < 2[V(A)].

SeV(A)

Bevor wir (6.13) fiir Probleme der Form (6.12) zeigen, geben wir zunéchst zwei
Beispiele:

Beispiel 6.22 Das Steinerbaum-Problem

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Teilmenge der Knoten
T CV (Terminalmenge genannt). Finde eine Kantenmenge A, die T aufspannt,
das heifit eine Kantenmenge A, so dass alle Paare s,t € T durch einen Weq in
(V, A) verbunden sind.

Setze f(S) =1, falls SNT # 0 und (V\ S)NT # 0, sowie f(S) = 0 andern-
Jfalls. Dann ist f echt und (6.12) ist eine korrekte Modellierung des Steinerbaum-
Problems (siehe Ubung).

Beispiel 6.23 Das T-join Problem
Sei T'C V eines Graphen G = (V, E) und |T| gerade. Finde eine Kantenmenge
A C E minimalen Gewichtes (minimal bzgl. einer Funktion ¢ : E +— R, ), so dass

jeder Knoten in T ungeraden Grad und jeder Knoten nicht in T geraden Grad
hat.

Setze f(S) =1, falls |S NT| ungerade, und f(S) =0, falls |SNT| gerade. Dann
ist f echt und (6.12) ist eine korrekte Modellierung des T-join Problems (siehe
Ubung).

Um (6.13) zeigen zu konnen bendtigen wir zwei Lemmata.

Lemma 6.24 Sei f echt und A C E beliebig. Dann gilt:

(a) A ist zuldssig genau dann, wenn fir alle zusammenhdngenden Komponenten

C von (V,A) gilt f(C)=0.

(b) Die minimalen wverletzten Mengen von A sind die zusammenhdngenden
Komponenten C von (V, A) mit f(C) = 1.

Beweis. (a) ist klar, vgl. (6.12).

Um (b) zu zeigen, betrachte eine verletzte Menge S mit f(S) =1 und d4(5) = 0.
Offensichtlich besteht S aus der Vereinigung von zusammenhéngenden Kompo-
nenten von S. Da f maximal ist, muss mindestens fiir eine dieser Komponenten
C gelten f(C) = 1. Diese ist damit ebenfalls verletzt. Das heifft nur zusam-
menhéngende Komponenten kénnen minimal verletzte Mengen sein und diese
sind dies natiirlich auch. N
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Lemma 6.25 Sei f: 2V + {0,1} symmetrisch. Dann gilt: f ist mazimal genau
dann, wenn f komplementar ist, das heifst:

VS CV und AC S mit f(A) = f(S) =0 folgt: f(S\A)=0.
Beweis.

w=“ Sei S CV, AC Sund f(5) = f(A) = 0. Zu zeigen ist f(S\ A) =0.

Da f symmetrisch, folgt f(V \ S) = 0. Da f maximal und f(A) = 0 folgt
damit f(AU (V' \S)) = 0. Wieder mit dem Argument, dass f symmetrisch
ist, erhalten wir somit f(V'\ (AU(V'\S)) = 0. Die letztere Menge ist jedoch
gerade S\ A, woraus die Behauptung folgt.

<= Seien A,B C V mit AN B = () beliebig. Zu zeigen ist f(A U B) <
max{ f(A), f(B)}.
Gilt f(A) = 1 oder f(B) = 1 so ist nichts zu zeigen. Sei also f(A) = f(B) =
0. Zu zeigen ist f(AU B) = 0. Da f symmetrisch, folgt f(V \ A) = 0.
Wenden wir nun die Voraussetzung auf S = V' \ A und A = B an, so gilt
f((V\ A)\ B) = 0. Letztere Menge ist gleich V' \ (AU B), woraus mit der

Symmetrie von f die Behauptung folgt.
N

Nun sind wir soweit, um unseren Hauptsatz zu zeigen.

Satz 6.26 Algorithmus 6.20 ist ein 2-Approximationsalgorithmus fir das ganz-
zahlige Programm (6.12), falls f : 2V +— {0,1} echt ist.

Beweis. Betrachte eine beliebige unzulissige Menge A. Sei V(A) die Menge
aller minimal verletzten Mengen, siehe Schritt (6) von Algorithmus 6.20. Aus
Lemma 6.24 (b) wissen wir, dass f(S) = 1 fiir alle S € V(A). Betrachte weiter
eine beliebige minimale Augmentierung B von A und den Graphen (V| B).

Wir bestimmen aus (V,B) einen neuen Graphen, indem wir jede zusam-
menhéngende Komponente in (V, A) zu einem Knoten kontrahieren. Sei (H, F)
der so entstehende Graph. Da B (kanten-)minimal ist, ist (H, F) ein Wald und
es besteht eine 1-1 Beziehung zwischen den Kanten B \ A und F'. Ferner gehort
jeder Knoten v € H zu einer zusammenhéngenden Komponente S, von (V, A).
Sei dp(v) der Grad des Knoten v in (H, F'), d.h. dp(v) = |d5(S,)].

Sei weiter W die Menge aller Knoten, deren zugehorige Zusammenhangskompo-
nente verletzt ist, das heiit V(A) = {S,, | w € W}. Um (6.13) zu zeigen, geniigt
es also

(6.14) > de(v) < 2|W|

weW

zZu zeigen.
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Fiir den Beweis von 6.14 zeigen wir zunéchst, dass fiir alle Blatter v von (H, F'),
das heifit fiir alle Knoten v € H mit dp(v) = 1, gilt f(S,) = 1.

Angenommen dem wére nicht so. Sei v ein solcher Knoten und e die zu v inzidente
Kante, vgl. Abbildung 6.3, und sei ferner C' die Zusammenhangskomponente in
(V. B), die S, enthélt (beachte, S, ist Zusammenhangskomponente in (V, A)).

O @ C <Z
e

Abbildung 6.3: Illustration des Grad-Arguments im Beweis von Satz 6.20

Da B zulassig, gilt f(C) = 0. Da nach Annahme f(S,) = 0, folgt mit Lemma
6.25, dass f(C'\ S,) = 0 gilt. Da jedoch B minimal ist, ist B \ {e} unzulissig,
was bedeutet, dass f(S,) = 1 oder f(C'\S,) = 1 gelten muss (vgl. Lemma 6.24),
ein Widerspruch.

Also wissen wir, jedes Blatt in (H, F) gehort zu W. Nun gilt:

Y dpv) =Y dp(v) = Y dp(v)

weWw weH wgW
<Q2H|-2)- ) dp(v
wgW
< (2[H| =2) = 2(|H] = [W])
=2|W| -2,
was zu zeigen war. N

Folgerung 6.27 Algorithmus 6.20 ist ein 2-Approximationsalgorithmus fir das
Steinerbaum-Problem.

Folgerung 6.28 Algorithmus 6.20 ist ein 2-Approximationsalgorithmus fir das
T'-j0in. Problem.

Man kann sich leicht iiberlegen, dass die relevanten Schritte (6) und (7) in Algo-
rithmus 6.20 tatsdchlich in polynomialer Zeit (in der Tat in linearer Zeit) fiir die
angegebenen Probleme implementiert werden konnen.

6 Approximationsalgorithmen 14



Derselbe Algorithmus oder zumindest dieselbe Idee kann fiir weitere kombinatori-
sche Optimierungsprobleme angewendet werden. Dazu zéhlen Verallgemeinerun-
gen des Steinerbaum-Problems, das Perfekte Matching Problem, das Aufspan-
nende Baum Problem und viele mehr. Mehr Informationen hierzu sind in [16] zu
finden.

Es gibt viele weitere Approximationsresultate mit vielen interessanten Ideen, wie
schon erwahnt sind ein grofles Feld Scheduling-Probleme. Weitere bekannte Bei-
spiele beinhalten das euklidischer TSP, das MAX-CUT Problem oder Standort-
planungsprobleme um nur einige Beispiele zu nennen. Weiterfithrende Literatur
hierzu ist zum Beispiel das Buch von Dorit Hochbaum mit dem Titel ,, Approxi-
mation Algorithms*.
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