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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Verpackungsminimierung)
Es soll eine rechteckige Schachtel ohne Deckel mit vorgeschriebenem Volumen Vg hergestellt wer-
den, wobei die Produktionskosten moglichst gering ausfallen sollen. Sind z, y die Seitenldngen und
z die Hohe dieser Schachtel, so sind ihr Volumen V' und ihre Oberfliche S gegeben durch

Viz,y,z) =zyz, S(z,y,2)=2xy+ 2xz+ 2yz.

Da die Herstellungskosten proportional zur Oberfléche sind, handelt es sich also um die Bestim-
mung des Minimums der Funktion S unter der Nebenbedingung V' (z,y,z) = Vj. Losen Sie die
Aufgabe, indem Sie aus der Nebenbedingung die Variable z eliminieren, diese dann in S einsetzen
und nun s(z,y) := S(x,y, z(x,y)) auf Extremstellen untersuchen.

Lésung: Aus der Nebenbedingung V(z,y,z) = axyz = V, folgt z = w% (fiir x,y # 0, was
gewdhrleistet sein muss). Die Aufgabe lautet also: Minimiere die Funktion

\% \Z \%
Ty Y x
Wir bestimmen zunéchst die kritischen Punkte:

1% %
VS(.T,y) = (y - 2;25‘7: - 2;(2]) =0

() Z/ZQVS}jx_ 2Vh xt

= 22 =2y = 9= /2Vh, yo = V/2V.

Es gilt
4V,

1 2 1
(Hessf)(x,y) = ( 9313 1V, ) , also (Hessf)(zo,y0) = ( L o )
y3
Somit ist die Hessematrix in (z9,yo) positiv definit.

In (z0,y0) liegt also ein Minimum vor. Der zugehorige z—Wert ist zg = xgg/o = %\3/2‘/0. Zusam-

menfassend gesagt hat also die Funktion S(z,y, z) unter der Nebenbedingung V' (z,y, z) = Vj ein
Minimum bei zg = yg = /2Vp, 20 = %\3/2‘/0.
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Aufgabe G2 (Extrema unter Nebenbedingungen)
Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von

f(w,y,Z)—erer(z—\%)Q

unter der Nebenbedingung
gz,y,2) =2’ +y° =22 =0.
Wie sieht das 0-Niveau von g aus?

Lésung: g(x,y,z) = 0 bestimmt einen Kegel in +2-Richtung mit jeweiliger Spitze im Ursprung.
Vergleich der Gradienten von f und g

1 2x
grad(x7y72)f = 1 =Xl 2y | =X grad()gyyz)g
2(z — %) -2z

1 1

ergibt x =y = % und z = 7 . Einsetzen in die Nebenbedingung liefert 2W = 2 also

1

(1+X)
2% = 2(A\? + 2\ + 1) und damit A = —3. Als kritischen Punkt erhalten wir somit (—1, —1,v/2).
Doch der Gradient von g verschwindet in (0,0,0) und dieser Punkt gehort auch zum Kegel. Also

haben wir dort noch einen kritischen Punkt (der pathologische Fall).

Aufgabe G3 (Arithmetisches und geometrisches Mittel dreier Zahlen)
(a) Bestimmen Sie das Minimum der Funktion f(z,y,z) = 2 4+ y + z unter der Nebenbedingung
g(z,y,z) = xyz — 1 = 0, sowie z,y,z > 0.

(b) Leiten Sie aus (a) die Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel her:

Fiir z,y, z > 0 gilt stets
3
oz < (W) .

Losung:

(a) Vergleich der Gradienten von f und g

1 Yz
grad y Hf= | 1| =A| 2z | =Agrady )8
1 xy

ergibt durch Multiplizieren der ersten Zeile mit > 0, der zweiten Zeile mit y > 0 und der

dritten Zeile mit z > 0:
x oy oz
ryz=—===—,alsor=y = z.

A A
Eingesetzt in die Nebenbedingung erhalten wir zyz = 23 =1 = 2 = y = 2 = 1 und einen
Minimalwert von f(1,1,1) = 3.
b) Setze 1 = —*+, = —4+, 2= 2.
(b) Setee = ool ¥ = ¥ ¥ = G

Dann gilt 5z = 1. Mit dieser ,Nebenbedingung® erhalten wir laut (a) % =I+y+z>3.
TYz)3

|

3
Und somit ist zyz < <x+§+z> .
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Hausiibung

— Abgabe am 14.06.-15.06.11 in der Ubung —

Aufgabe H1 (Extrema unter Nebenbedingungen) (5 Punkte)
Bestimmen Sie das Maximum von
flz,y) = wy
unter der Nebenbedingung
glx,y)=x4+y=1.
Wie sieht das 1-Niveau von g aus?

Losung: Zu betrachten ist die (zum 0-Niveau umgeformte) Nebenbedingung g(z,y) = z+y—1 =
0.
Vergleich der Gradienten

Y 1 -
grad yf = <$> =A (1> = Agrad 18

ergibt * = y = A. Einsetzen in die Nebenbedingung liefert A = % und damit liegt der einzige
kritische Punkt bei (z,y) = (3, 5). Man priift leicht nach, dass an diesem das Maximum mit dem
Wert i angenommen wird.

(Der Gradient von ¢ wird offensichtlich nie Null, es gibt also keinen pathologischen Fall.)
Alternativ ergibt sich aus der Nebenbedingung y = 1 — x, was in f eingesetzt den Ausdruck
x(1 — x) liefert, welcher, wie man leicht sieht, bei = 1/2(= y) maximal wird und den Wert 1/4
liefert.

Das 1-Niveau von g ist die Gerade im R? durch die Punkte (1,0) und (0, 1).

Aufgabe H2 (Extrema auf einer Kreisscheibe) (9 Punkte)
Finden Sie den kleinsten und groBten Wert der Funktion f(z,y) = 422 — 3zy auf der Kreisscheibe,
gegeben durch 22 4 y? < 1.

Hinweis: Berechnen Sie zunéchst die lokalen Extrema von f im Inneren des Kreises und dann auf
dessen Rand, d.h. unter der Nebenbedingung 2 4 y? = 1.

Loésung:
(i) Lokale Extrema im Inneren K := {(z,y) € R?[2*> + y*> < 1} von K:

grad f(z,y) = (8z — 3y, =3z) = (0,0) <= (x,y) = (0,0)

8§ =3

-3 0
indefinit ist, besitzt f keine lokalen Extrema im Inneren von K.

(ii) Lokale Extrema auf dem Rand 0K := {(x,y) € R?|2z? 4+ y* = 1} von K:
Man bestimmt also die Extrema von f unter der Nebenbedingung g(z,y) := 2? +y*> —1 = 0.

Vf(z,y) = AVg(z,y)

Nun ist (Hessf)(x,y) = > = (Hessf)(0,0). Da (Hessf)(z,y) an der Stelle (0,0)

<~ (8z —3y,—3x) = \(2z,2y)
<~ (8 — 3y =2\z) A (—3z = 2y)
e (8-2V7—3y=0)A(z = —;)\y)
= (B-2)(3M) ~ By =0) A= —2h)
4., 16 2
= (AN -FA=3=0V=0)A(r=-3\)
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Fall 1: (y =0) = = =0, aber g(0,0) # 0 =ist keine Losung.

Fall 2: (y #0)

(%)\2—?/\—3:0)<:>(/\:—1)v(/\:g).

Also (z,y) = (3y,y) oder (z,y) = (—3y,y) als mogliche Extrema:

g(%y,y) = 1503/2—1=0 = (y=—\/31»0)v(y=310)
9(=3y,y) = 10y2—1=0<=>(y:—\/11—0)v(y:\/11—0)
e

Py = (s~ ) P = (~ )

mit f(P1) = f(P2) = —% und f(P3) = f(P4) = J sind die méglichen Extremalstellen
auf dem Rand von K.

Da der Rand von K kompakt und f stetig ist und im Inneren von K keine Extrema
liegen, sind P71 und P2 die Minima und Pg und P4 die Maxima von f auf K.

Aufgabe H3 (Minimaler Abstand) (6 Punkte)
Bestimmen Sie den minimalen Abstand zwischen dem Punkt M = (4p, p) und der Parabel y = %
fiir p > 0.

Lésung: Wir suchen die Extremwerte der Funktion f(z,y) = (z — 4p)? + (y — p)? unter der
Nebenbedingung g(z,y) = 0, wobei g(x,y) =y — %.
Die moglichen Extremwerte sind die Losungen des Systems

grad f(z,y) = Agrad g(z,y), g(x,y) = 0, also

—x T
2@ —4p)=A-—, 2(y—-p) =X, y——=0
(@) =X-—~. 20y p) >
8p? A+2p x?
= = — — -
T=51ay Y 5 Y=o,
)\+2p_i 64p>
2 2p(\+2p)?

= A+2p)P=64p=X1=2p
= x =2p,y=2p.

Der minimale Abstand ist somit \/f(2p,2p) = \/(2p — 4p)% + (2p — p)% = pV/5.
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