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3. Ubungsblatt zur
~Mathematik II fiir Maschinenbau*

Erinnerung: Wie stets miissen alle Aussagen begriindet werden.

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Stetigkeit in hoherdimensionalen euklidischen Réumen)
Sie haben die Funktion f: R? — R vorliegen:

0 falls x =y =0,
flz,y) =4 a2y
2Tyt sonst.

(a) Sind die beiden Komponentenfunktionen

kl(:E) = f($70)7 ]452(:(/) = f(Ov y)
stetig?

(b) Ist f eine stetige Funktion? Falls ja: weisen Sie nach, dass dem so ist. Anderenfalls geben Sie
explizit eine Folge a,, = (xn, yn) an, sodass f(lim, oo ay) # lim, o0 f(ap).

Loésung;:
(a) Beide Komponentenfunktionen sind Nullfunktionen und daher stetig.

(b) Die Funktion f ist nicht stetig (im Koordinatenursprung); zum Beispiel
S B R _
f(nh—g)lo(ﬁ’ ﬁ)) - f(0,0) - 0>

aber
. L1y o 1 1
Jim f () = Jim g =5
Aufgabe G2 (Konstruktion eines Kreises)

Parametrisieren Sie die Kreisbahn als eine Funktion [0,27] — R?, die durch die Punkte (0,0),
(37 _1)7 (874) geht
Loésung: Zuerst miissen wir den Mittelpunkt und den Radius der Kreisbahn finden. Wenn wir die
Punkte in der allgemeinen Gleichung einer Kreisbahn (z — p)? + (y — q) = r? einsetzen, erhalten
wir die Gleichungen

P’ +q* =17

B=p)’+(-1-9q) =17
(B8—p)°+(4—q)?* =17

von denen die einzige Losung p = 3, ¢ = 4 und (weil » > 0) r» = 5 ist. Eine Parametrisierung der
Kreisbahn (z — 3)% + (y — 4)% = 25 ist X(¢) = [3 + 5cos(t),4 + 5sin(t)]T.
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Aufgabe G3 (Eigenschaften von Kurven)
Es sei die Kurve X : [—1,1] — R? als X (¢) = [t3,t*, cos(t?)]” gegeben.

(a) Ist diese Kurve stetig, differenzierbar, regulir?

(b) Finden Sie eine regulire Reparametrisierung der Bahn von X.

Losung:

(a) Alle Komponentenfunktionen sind stetig und differenzierbar, deshalb gilt das auch fiir die
Kurve. Die Ableitung .
X(t) = [3t%, 4¢3, —2t sin(t)]T

hat jedoch einen Nullpunkt (¢ = 0), sodass diese Parametrisierung nicht regulér ist.

(b) Wir erhalten eine neue Parametrisierung durch die Komposition der alten mit einer Bijektion
des Intervalls, auf dem die Kurve definiert ist. In diesem Fall kénnen wir fiir die Bijektion von
dem Intervall [—1, 1] die Funktion ¢ — /¢ nehmen, weil die Ableitung der Parametrisierung
Y(t) =[t, t%,cos(t%)]T keine Nullpunkte hat.

Bemerkung: Um zu sehen, dass die Funktion cos(tg) auch in 0 ableitbar ist, kann man cos
in die Taylorreihe entwickeln:

2., ad —1"75%” , > (=1)"4n an_
cos(t?)’ = (Z( (Q)n)! ) :;(3(2)11)! t

n=0
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Hausiibung

— Abgabe am 09.05.-11.05.11 in der Ubung —

Aufgabe H1 (Konvergenz in héherdimensionalen euklidischen Rdumen) (3 Punkte)
Finden Sie den Grenzwert lim (27", arctan(n), cos(1)) in R3.
n—oo
Losung: Den Grenzwert einer Folge im hoherdimensionalen euklidischen Raum berechnet man
komponentenweise.

lim (27", arctan(n), cos()) = (0,%,1)

n—o0 n

Aufgabe H2 (Stetigkeit in hoherdimensionalen euklidischen Réumen) (10 Punkte)
Sei f(x,y) = arctan (eﬁ).
(a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich von f an.
(b) Finden Sie eine stetige Erweiterung g: R? — R von f.

(c) Zeigen Sie, dass die Kurve X : [-1,1] — R, X (¢) = ¢(¢,0), differenzierbar, aber nicht regulér
ist.
Hinweis: Differenzenquotient, I’'Hospitalsche Regel

Loésung;:

(a) Das einzige Problem ist durch Null zu teilen, also mufi 2% + y? # 0 gelten und so Dy =
R\ {(0,0)}.

(b) Die Funktion f ist schon stetig und definiert iiberall aufler im Koordinatenursprung, also
miissen wir nur ¢(0,0) bestimmen. Damit g stetig wird, muss dieser Wert der Grenzwert von
f sein.

m"“

1
lim arctan (6 o2 4y? ) = lim arctan (er
(2,y)—(0,0) r—0

Also

) = lim arctan(e®) = lim arctan(t) = T
s—+00 t—+o00 2

s

1
arctan (e=*+v*) falls (z, 0,0),
g(:v,y) _ ( ) ( y) #* ( )
5 falls x =y = 0.

(c) Wir haben

T t=0.

X(t) = {arctan (et%) t#£0,

1
2

Es ist klar, dass X differenzierbar fiir ¢ # 0 ist (und dort ist die Ableitung X (t) = =2¢%

1+et?
nirgends null). Fiir ¢ = 0 kénnen wir die Ableitung nach Definition berechnen (fiir die zweite
Gleichheit nutzen wir die ’'Hospitalsche Regel):

-2
= lim T — =0,
h=0p3(e™h2 +en?)

weil e_h% — 0 und weil eh% schneller ins Unendliche als h? zur Null geht. Also ist X
differenzierbar, aber immer noch nicht reguldr, weil X (0) = 0.
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Aufgabe H3 (Kurven) (7 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass X: [-Z, 7] — R3, X(t) = [cos(t), sin(t), tan(t)]”, eine Parametrisierung von
der Schraubenlinie, gegeben durch

24yt =1, y=uzz |2/<1, x>0,

ist.
(b) Beweisen Sie, dass X reguldr ist.

Losung:
(a) Das Bild von X ist in der Schraubenlinie enthalten:

e cos?(t) +sin’(t) = 1,
e sin(t) = cos(t) tan(t),
o —1 <tan(t) <1firte[-7F, 7]
e cos(t) >0 fiir t € [-7F, F].

Umgekehrt, fiir jeden Punkt (z,y,z) in der Schraubenlinie gibt es ein ¢ = arctan(z) =

arcsin(y) € [—7, 7], sodass X (t) = (z,v, 2).

Eine ldngere Losung ist, die Parametrisierung aus den (Un)Gleichungen zu berechnen. Weil

2?+y? = 1 gilt, kann man = = cos(p), y = sin(y) schreiben. Dann ist z = £ = tan(p) und weil

|z] <1, sehen wir, dass ¢ € [—F +km, T + kx| fiir einige k € Z ist. Weil alle diese Funktionen
27m-periodisch sind, kénnen wir uns auf & € {0, 1} beschrinken. Aber x = cos(p) < 0 fiir
3r 5w

¢ € [2F, 2] sodass nur ¢ € [—Z, 7] bleibt. Also ist X: [-F, ] — R3,

X(t) = [cos(t), sin(t), tan(t)]”

tatséchlich eine mogliche Parametrisierung der Kurve.

(b) Man sieht, dass sie auch regulér ist, weil

X(t) = [— sin(t), cos(t), cosQ(t)]T

keine Nullpunkte hat.
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