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Erinnerung: Wie stets miissen alle Aussagen begriindet werden.

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Grenzwerte und Haufungspunkte)
Finden Sie alle Haufungspunkte und Grenzwerte der folgende Folgen.
1

n

(b) by = cos(nm) - (1 —2)

(a) a, = cos(nm)

Losung: Man sieht, dass cos(nm) = 1, wenn n € N gerade ist, und cos(nm) = —1 andernfalls.
Weil |a,| = % — 0, konvergiert auch a,, gegen 0. Somit ist 0 auch der einzige Hiufungspunkt der
Folge.

Im Fall der zweiten Folge gilt |b,| =1 — % — 1. Also konvergieren die geraden Glieder der Folge
gegen 1 und die ungerade gegen —1. Somit hat die Folge die beiden Hiufungspunkte 1 und —1
(und deshalb keinen Grenzwert).

Aufgabe G2 (Trigonometrische Identitéten)
Beweisen Sie die Gleichungen

_ 2tan(x)
(a) tan(?x) = m
sin(x)
b) tan(Z) = T
(b) tan(3) 1+ cos(x)
fiir alle z € R, wo die Ausdriicke definiert sind.
Losung:
. . sin(z)
sin(2x) 2 sin(x) cos(x) 2 cos(2) 2 tan(x)
t 2 = = = =
(a) tan(2z) cos(2z)  cos?(z) —sin®(z) 1 _ SinZ((ff»’)) 1 — tan?(z)
(b) sin(x) _ .2 3111(%) cos(5) - 2sin(%)2cc;s(%) _ tan(®)
L+cos(z)  cos?(%)+sin?(5) + cos?(3) —sin®(3) 2cos?(%)

Aufgabe G3 (Fourier-Entwicklung)
Es sei die Funktion f: [0,27[— R als f(z) = x gegeben.

(a) Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten von f.

(b) Die Funktion g: R — R sei die Fourierreihe mit diesen Koeffizienten. Schreiben Sie sie auf.
Fiir welche z € R gilt f(x) = g(x)?
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(c) Berechnen Sie die Werte g(27) und ¢(10).

(d) Schreiben Sie auch die komplexe Version dieser Fourierreihe auf.

Losung:

(a)

3
(@)
N =

Wir haben die Formel fiir die partielle Integration f: udv = uv‘z — f(f vdu verwendet, wobei
u =z und dv = cos(nz)dz (sodass du = dz, v = L sin(nz)).

Diese Berechnung funktioniert nur fiir n > 1, weil wir teilen durch n, so dass wir separat den
Fall n = 0 berechnen miissen.

I 1
ag = / xdr = —xQ}gﬂ =2
T Jo 27
Ahnlich:
1 2m
by, = / xsin(nx)dx =
T Jo
L o 1 (771 2 1 o 2
=T COS(nx)‘OJ+7T/O Ecos(nm)dx = + WSIH(?’LJI)’O ==
_2
(b)
= 2
g(z)=m— ngl - sin(nx)

Sei f: R — R die 2m-periodische Erweiterung der Funktion f. Weil f stiickweise stetig
differenzierbar ist, konvergiert g {iberall auf R und wir haben f(x) = g(z) mindestens, wo f
definiert is und wo f stetig ist, das heifit fiir x €]0, 27[. Aber f(0) # ¢(0), weil f(0) = 0 und

9(0) = limgyo f(z) ‘2F lim, 10 f(2) 0 —i—227r

Bemerkung: Man konnte ahnen, dass a,, = 0 fiir n > 1 ist, weil f — % eine ungerade Funktion
ist.

]‘. Xl 4T l. X 4T 2
g(2m) = P f(z:)—{z— imgpo f(:l:):O—}—2 T

Weil f in 10 stetig ist, ist der zweite Fall einfacher:
g(10) = £(10) = £(10 — 27) = f(10 — 27) = 10 — 2r

weil 10 — 27 € [0, 27[.
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(d) Fiir n # 0 haben wir

I W T R S B R A i | P W
Cp = — f(x)e T g — g eTINT 077_7 Ze and.’E:*-F 26 inT 07":7
2m Jo 2 n 2 Jo n n  2mn n
(wo u =z, dv=e "dx, du:da/:,v:}me_im:%e_im).l?ﬁrnzo
1 27
co = — T =T.
2 0

Die komplexe Fourierentwicklung ist dann 7 + Z ! gmina,
neZ\{0} "

Dasselbe Resultat kriegen wir auch mit der Formel

<% fiir n =0,
Cn = 7‘1"_2“’" fir n > 0,
Goatibon fip g < 0
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Hausiibung

— Abgabe am 02.05.-04.05.11 in der Ubung —

Aufgabe H1 (Wiederholung: Trigonometrische Identitéiten) (6 Punkte)
Beweisen Sie mit der Eulerschen Formel e = cos(z) + i sin(z):

(a) cos(x) = %, sin(x) = %

(b) cos?(z) +sin?(z) =1, cos?(x) — sin?(z) = cos(22)
(c) sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)
(d) (r-(cosp+ising))” =r"- (cos(nyp) + isin(nep))
Losung:

(a)

T —ix ol —iq
e e cos(z) + isin(x) 4 cos(x) — isin(x) _ cos(a)
2 2
i, —ix F _ Qi
e 2.6 _ cos(z) + isin(z) 2.COS<1') + isin(z) _ sin(x)
i i

Hier beachten Sie, dass e~* = cos(—z) + isin(—x) = cos(x) — isin(x), weil cos eine gerade
und sin eine ungerade Funktion ist. Wir kénnten auch

" = cos(x) + isin()

e = cos(x) — isin(x)
schreiben und dieses System auf cos(x) und sin(z) 16sen.

(b)

. = —1
2 2

9 o 9 B eZ.’L’ _"_ e*lz _ ele _ e*ZZE B
cos”(z) — sin“(z) = <2 — ) =

e?ix + 24 e—Qix + eQia: — 24 e—Zix 621':1: + e—2ix
= 1 = = cos(2z)

T —iz\ 2 T —iz\ 2 2ix —2iz 2ix —2iz
C:S2( )+si 2( ) (e +e ) <e e > e +2+e e + e
1

) ' eiz _ efix eiy + efz'y eiac + efi:v eiy _ efiy
sin(z) cos(y) + cos(zx) sin(y) = 5 : 5 + 5 . 5 =
6ix€iy + eia:e—iy _ e—ixeiy _ e—ixe—iy + 6ix€iy _ eia:e—iy + e—ixeiy _ e—ixe—iy
= E =

etlaty) _ p—i(z+y) )
= 5 = sin(z + y)

(r-(cosp+ising))" = (r-e®)" =r"- " =r". (cos(ny) + isin(ny))
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Aufgabe H2 (Fourier-Entwicklung) (11 Punkte)
Stellen Sie die reellen und komplexen Fourierreihen der folgenden Funktionen dar. Wo sind die
reellen Fourierreihen stetig und wo differenzierbar?

(a) f:[-m,7] = R, f(x) =cos(x)+1

(b) g:[0,27] = R, g(x) = sin(F)

(c) h: (—m,m] = R, h(z) =€*
Loésung;:

(a) Im ersten Fall stimmt die Funktion mit ihrer Fourierentwicklung iiberein, also ist sie stetig
differenzierbar.

Komplexe Fourierentwicklung: f(z) = %e‘” +1+ %em.

(b)

1 27 1 2 1 2m
an = / sin(§) cos(nx)dx = / sin ((% — n)a:)dx + / sin ((% + n)a:)dx =
0 o2 0 2 0

™
1 1 2m 1 1 2w
= ———=——_-C0s((5 —NnN)x — ————cos((5 +n)x =
2#(% —n) ((2 ) ) 0 271_(% +n) ((2 ) ) 0
2 2 1

= —I— =
2n(z—n) 2m(z+n)  w(z-n)(z+n)
WEeil die 27-periodische Erweiterung der Funktion g gerade ist, ist b, = 0. Daher

o il _ !
"2 T (G- )G el

Die Fourierentwicklung ist stetig, aber in 27n (fir n € Z) nicht differenzierbar (weil die
linksseitige und rechtsseitige Ableitung verschieden sind).

(c)

1 ™ exe—inxd$ — # (l—in)x‘ﬂ' _ e(l_in)ﬂ' _ e—(l—in)ﬂ- (—1)”’(677 _ e_ﬂ_)

Cn

o ), 27(1 — in) - or(1—in)  2x(1—in)

(=1)™(e™ —e™™) p o Cn = Cn _ (=1)™(e™ —e ™)n

(14 n?) " i N (14 n?)

Die Fourierentwicklung ist in den Punkten 7w + 27n (fiir n € Z) nicht stetig (und somit auch
nicht differenzierbar).

Uy = C_p +Cp =

Aufgabe H3 (Fourier-Entwicklung) (3 Punkte)
Bestimmen Sie (mit hochstens vier Zeilen Rechnung) die Fourierreihen der Funktionen

f@) = cot(@),  glx) = sin’(a).
Hinweis: H1(b)
Loésung: Losen Sie das System
cos?(x) + sin’(x) = 1
cos?(z) — sin?(x) = cos(2x)
1

um cos?(z) = & + 4 cos(2z), sin*(z) = & — 4 cos(2z) zu erhalten. Das sind schon die Fourierent-
wicklungen.
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