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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Taylor- und Fourier-Entwicklung)
Finden Sie die Taylor- und Fourier-Entwicklung der Funktion f: [-m, 7] — R, f(x) = zsin(x).

N G L TR N G D L e
Losung: Taylorreihe: f(x) = zsin(z) = x - T;)(Qn—i—l)‘x nl — nzzowx n2

Weil f eine gerade Funktion im symmetrischen Interval [—m, 7] ist, haben wir

1 s
bn = = f(z)sin(nx)dz =0
™ -7
und
1 & 2 Q 2 T .
anp = — f(z) cos(nx)dx = / f(z) cos(nz)dr = / 2 sin(z) cos(nz)dz =
™ - ™ 0 T 0
2 s : . _ 1 -
_ 7T/O . sin(z + nx) -;- sin(x — nx) dr = 7"/0 (x sin (1 +n)z) + xsin ((1 - ’n,)g;‘))dx
Sei a # 0; dann
zsin(azr)dr = ——x cos(ax - ax)dr = ——(— —sin(az)| = ——(—
0 a 0 a Jy a a2 0 a

Natiirlich, wenn a = 0, dann [ zsin(az)dz = 0. Also

(- e - ) - G OO,

fir n # 1 und a1 = %( — (=t — O) = —1. Die Fourier-Entwicklung ist dann




13. Ubung Mathematik II fiir Maschinenbau

Aufgabe G2 (Kurvenlidnge und Fliche)
Berechnen Sie den Umfang und die Fléche der Figur zwischen der Gerade y = x und der Parabel
2
y = z°.

Loésung;:

=051

Die Linge der gerade Kante ist /2 (beim Satz des Pythagoras). Eine Parametrisierung der ge-
bogenen Kante ist X : [0,1] — R, X (¢) = (,t?); ihre Ableitung ist X (¢) = (1,2t) und dann ihre
Lange ist

1 asinh(2) 1 1 asinh(2)
/ V1 + 42dt = / 1+ SinhQ(u)§ cosh(u)du = 5 / cosh?(u)du =
0 0 0

t = % sinh(u), dt = 5 cosh(u)du

0 4 + 8

asinh(2) . asinh(2 . . .
_ 1/ 1 + cosh(2u) du — FU N smh(2u)} (2)  asinh(2)  sinh(2asinh(2))
2 /s, 2 1 8

4 8 4 4

Der ganze Umfang ist v/2 + w‘

Die Flache ist

asinh(2) N 2sinh(asinh(2)) cosh(asinh(2)) _ asinh(2) +2v1+2> In(2+ V5) + 2\/5.
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Aufgabe G3 (Kriimmung und Extremstellen)
Gegeben sei die Kurve X: R — R3,

X(t) = (t —sin(t), 1 — cos(t), 4 sin (%))

Finden Sie die Punkte, wo die Kriimmung von X minimal und maximal ist.
Losung:

X(t) = (1 — cos(t),sin(t), 2 cos (%))

| X (1)] = \/(1 — cos(t))2 + sin?(¢) + 4 cos? (%) = \/2 — 2cos(t) + 2(1 + cos(t)) =2

X 1 . t
T(t) = Xl 5(1 — cos(t),sin(t), 2 cos (§)>
T(t) = %(sin(t), cos(t), — sin (%))
I17(t)]| = ;\/siHQ(t) + cos2(t) +sin2(t)(§) - ;\/1 1o ‘;OS(t) _ V3 ;j;s(t)
_ 7@ /3 — cos(t)
O Xol T e

Die Extremstellen von « sind dieselben, wie fiir 3 — cos(¢), d.h. wir haben die Maxima bei t =
(2n + 1)w, n € Z, und die Minima bei t = 2n7, n € Z.
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Aufgabe G4 (Niveaulinien, Gradientenvektorfeld, implizite Funktionen)
Gegeben sei die Funktion f: R? — R,

(z+y)? | (x—y)?
6 4

flx,y) =

(a) Zeichnen Sie die Niveaulinien und das Gradientenvektorfeld von f.

(b) Welche Punkte auf der 1-Niveaulinie haben eine Umgebung, wo die Gleichung f(z,y) = 1 eine
Funktion y = g(z) bestimmt? Finden Sie diese Punkte zuerst auf dem Bild, dann berechnen
Sie sie mithilfe des Satzes iiber impliziten Funktion.

Losung:
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(b) Die Antwort: alle Punkte auf der 1-Niveaulinie, wo die Tangente nicht senkrecht ist,

d.h., wo g—i(az, y) # 0. Die kritische Punkte sind dann, wo die Gleichungen
(x—l—y)2+(x—y)2 o5y — 3z

16 ;b g 0

gelten. Die zweite sagt uns y = %x und das koénnen wir in die erste Gleichung einfiigen.

=1
16 + 4
422 + 2% =25
=5

r=+V5
Wir erhalten die zwei Punkte (v/5, 2v/5) und (—v/5, —2V/5).
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Aufgabe G5 (Riemann-Integrale)
Berechnen Sie das Volumen und den Schwerpunkt der Schnittmenge des Balles 22 4+ y? 4 22 < 1
und des Kegels 22 + y? < 22, z > 0.
Losung: Sei K = {(z,y,2) € R? | 22 + y? + 22 < 1,22 + y? < 22,2 > 0}. Das Volumen ist dann
V = [} d(x,y, z). Wir berechnen es auf zwei Arten.
In Zylinderkoordinaten:

V:/O%(/f (/Tdez)dr>dcp:/o2ﬂ</o\}§ (TM—TQ)dT)dQOZ
o

- 1,1 1 o 1
2 — —(— 1 7d = — (1 — —
0 /0 3(2\/5 +2ﬂ) ? 3( \/i)

In Kugelkoordinaten:

1 27 3 1 2 3
V —/ (/ (/ 7 cos(ﬁ)dﬁ)dcp)dr —/ rdr / dyp / cos(¥)d =
0 0 T 0 0 z

gt 20 . 3 2 1
=Zr7| - -smz?‘ =—(1—- —
3 ‘o lo () z 3 ( \/Q)
Die erste zwei Koordinaten des Schwerpunktes sind xg = ys =0 wegen Rotationssymmetrie. Der
1+ 3(1++
dritte ist 7S = % fK Zd(xvy7 ) Wir haben 2371' 1— 1 = 27r 1—{ ( 77\/5)‘
73

In Zylinderkoordinaten:

27 Vi—r2 2T
f \F 12
— d d d —
v, ([T erar)as v/ (76
o 2 _4 2 3(1+ )
/ /\F 17’—7“ drdap/ r " / 1 *7‘/5

—dp=—— <
In Kugelkoordinaten:

1 1 27 5 1 1 2 5
v=L / ( / ( / rsin(9)r” cos(d)di)dp) dr = / Bdr / dy / sin(9) cos()d =
%4 0 0 % V 0 0 x

_ 1
%

1—r2

)dr) dp =

AN

3
Der Schwerpunkt ist also (0 0, +5)

V20,



