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12. Ubungsblatt zur
~Mathematik II fiir Maschinenbau*

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Substitution)
Berechnen Sie mittels der 2-dimensionalen Transformationsformel die Fliche der Ellipse

2\ 2?42
— S A R
b {<y) a2+b2_}

Wie sieht das Integral [[ 5 dr dy in kartesischen Koordinaten aus?

Loésung: Fine mogliche Transformation ist

au a 0

QO(’LL, U) = < bu ) , Jacobimatrix: J = < 0 b > ,|detJ| = ab,

wobei u und v Koordinaten sind, die den Einheitskreis beschreiben. Damit kann das Integral {iber
die Ellipse transformiert werden:

FEllipse:// dz dyz// ab du dv = abm.
Ellipse Einheitskreis

Ein Punkt (z,y) € R? liegt genau dann in F wenn die Ungleichungen

—a<z<a und —bmgygbm
gelten. Also ist mit ¥(z) = bm

a rd(x)
// da:dy:/ / dy dzx.
E —a J —9¥(x)
Aufgabe G2 (Polarkoordinaten)

Bestimmen Sie den Wert des Integrals

| @+t
G
fiir den Integrationsbereich
G={(z,y) eR?*: |z| > L oder y| > 1, 2* +y* < 2}.

Skizzieren Sie dazu zuerst den Integrationsbereich G. Verwenden Sie auch Polarkoordinaten.
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Losung: Die Menge G ist ein Kreis (G; mit Radius V/2 aus dem das offene Quadrat Go =]—1, 1[2
entfernt wurde. Also gilt

332 2 X = 372 2 X — .172 2 i .
/G< ) d(x,y) /Gl< ) d(,y) /< ) d(x,y)

G2

Fiir das zweite Integral erhdlt man

1 pl 1 pl 1
/ (x2+y2)d(a;,y)—/ / x2+y2dxdy—2/ / dexdy—Zl/ y2 dy
Ga -1J-1 -1J-1 -1
1,170 8
=4 [y3] = —.
37 Jy=1 3
Fiir das erste Integral benutzen wir Polarkoordinaten, d.h. die Transformation

h: [0, 00[x [0, 271[— R?, h(r, ) = (rcos(e), rsin(p))?.

Es gilt det(Jy(r, ¢)) = r.

Somit ergibt sich mit dem Transformationssatz

/ (2 + %) d(z,y) = / (12 cos()? + 2 sin(p)?) - rd(r, )
G hfl(Gl)

\/i 27 1 7':\/i
= / / r3 dodr = [777"4] = 2.
0 0 2 r=0

/(x2 —|—y2)d(x,y) =27 — g
G

Also erhilt man

Aufgabe G3 (Zylinderkoordinaten)
Berechnen Sie unter Verwendung von Zylinderkoordinaten das Volumen der Punktemenge M C
R3, die im Einheitszylinder
{(z,y,2) e R’|a? + 4 <1}

zwischen der (x,y)-Ebene und der Fliche
{(7" cos , T sin @, <p2), v €[0,2m),r € [0, 1}}

liegt.

Lésung: Wir benutzen den Transformationssatz mit Zylinderkoordinaten. Sei also
7: R0 % [0,27) x R R3 7(r, 0, h) = (rcos g, rsing, h)
die Transformation von Zylinder- auf euklidische Koordinaten. Es gilt, dass
M =7(Z),

wobei
Z ={(r,p,h)|r €[0,1],¢ € [0,27), h < °}.

Nach dem Integraltransformationssatz berechnet sich das Volumen also

V(M) = ///(Z) ldzdydz = ///Z det dr(r, o, h)drdhdep,
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mit
cosp —rsing 0
dr(r,o,h) = sinp rcose 0 |,
0 0 1

so dass det d7(r, ¢, h) = r das Volumenelement der Zylinderkoordinaten ergibt. Folglich V(M) =
2 1 pp? 2 1 2
OW fo fo‘p rdhdrdy = f07r fo ©2rdrdyp = % Oﬂ P2 dp = %7‘(‘3.
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