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Aufgabe G1 (Gleichmässige Konvergenz von Funktionenfolgen)
Entscheiden Sie, ob die folgenden auf (0,∞) definierten Funktionenfolgen nicht, punktweise oder
sogar gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion konvergieren. Geben Sie, falls existent, die Grenz-
funktion an.

(a) fn(x) = x+ 1
n
, n ∈ N,

(b) gn(x) = ex · n
√
e, n ∈ N.

Lösung:

(a) Für jedes feste x ∈ R gilt fn(x) = x+ 1
n
→ x für n → ∞. Somit konvergiert fn(x) punktweise

gegen die Funktion f(x) = x. Die Konvergenz ist sogar gleichmäßig, denn unabhängig von x

ist für jedes beliebige ε > 0

|fn(x)− f(x)| = |x+
1

n
− x| = 1

n
< ε,

falls n > n0 := ⌈ε−1⌉.
(b) Die Funktionenfolge gn(x) läßt sich umschreiben zu gn(x) = ex · n

√
e = ex+

1

n . Nach (a)
konvergiert (x+ 1

n
) für festes x ∈ R gegen x. Da die e-Funktion stetig ist, konvergiert gn(x)

punktweise gegen g(x) = ex für n → ∞. Die Konvergenz ist jedoch nicht gleichmässig: Sei
n > n0, dann gilt

|gn(x)− g(x)| = ex
∣

∣

∣
e

1

n − 1
∣

∣

∣
.

Die rechte Seite ist dabei nicht null und kann durch Erhöhung von x beliebig groß gemacht
werden, so dass sie jedes zuvor gewählte ε übersteigt. Also muss n0 in Abhängigkeit von x

gewählt werden.

Aufgabe G2 (Potenzreihen)
Bestimmen Sie für die folgenden Potenzreihen jeweils alle x ∈ R, für die sie konvergieren:

(a)
∞
∑

n=1

n!xn (b)
∞
∑

n=1

1

n2n
(x− 2)n

(Nicht die Randpunkte vergessen!)

Lösung:
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(a) Konvergenzradius mit Quotientenkriterium:

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an

an+1

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞

1

n+ 1
= 0

Also ist der Konvergenzradius 0 und die Potenzreihe konvergiert nur für x = 0.

(b) Konvergenzradius mit Wurzelkriterium:

lim
n→∞

n

√

∣

∣

∣

∣

1

n2n

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

1

2

1
n
√
n
=

1

2
,

also ist der Konvergenzradius 2, die Reihe konvergiert also auf jeden Fall für alle x ∈ (0, 4)
und divergiert für alle x ∈ R\[0, 4].
Untersuchung der Randpunkte:

x = 0 :
∞
∑

n=1

1
n2n (0− 2)n =

∞
∑

n=1

(−1)n

n
ist konvergent (alternierende harmonische Reihe)

x = 4 :
∞
∑

n=1

1
n2n (4− 2)n =

∞
∑

n=1

1
n
ist divergent (harmonische Reihe),

also konvergiert die Reihe für alle x ∈ [0, 4).

Aufgabe G3 (Taylorreihenentwicklung)
Sei f(x) = ln(x).

(a) Geben Sie das Taylorpolynom 3. Grades von f mit Entwicklungspunkt x0 = 1 an.

(b) Geben Sie das Taylorpolynom 3. Grades von f mit Entwicklungspunkt x0 = 2 an.

(c) Approximieren Sie f(32) mit den Taylorpolynomen aus (a) und (b) und schätzen Sie jeweils
den Fehler mit Hilfe des Restgliedes ab.

(d) Welche Approximation ist tatsächlich besser?

Lösung:

(a) f(1) = 0, f ′(1) = 1, f ′′(1) = −1, f ′′′(1) = 2

⇒ T4(f, 1)(x) = (x− 1)− (x−1)2

2 + (x−1)3

3

(b) f(2) = ln(2), f ′(2) = 1
2 , f

′′(2) = −1
4 , f

′′′(2) = 1
4

⇒ T4(f, 2)(x) = ln(2) + (x−2)
2 − (x−2)2

8 + (x−2)3

24

(c) a) Approximieren mit T4(f, 1)(x):

f(1.5) ≈ T4(f, 1)(1.5) = (1.5− 1)− (1.5−1)2

2 + (1.5−1)3

3 = 0.416

Fehler:
Für ξ ∈]1, 1.5[ ist |R4(f, 1)(1.5)| =

∣

∣

∣

− 3!ξ−4

4! (1.5− 1)4
∣

∣

∣
= 1

64ξ4
< 1

64 , da ξ > 1.

b) Approximieren mit T4(f, 2)(x):

f(1.5) ≈ T4(f, 2)(1.5) = ln(2) + (1.5−2)
2 − (1.5−2)2

8 + (1.5−2)3

24 ≈ 0.4067

Fehler:
Für ξ ∈]1.5, 2[ ist |R4(f, 2)(1.5)| =

∣

∣

∣

− 3!ξ−4

4! (1.5− 2)4
∣

∣

∣
= 1

64ξ4
< 1

324 , da ξ > 1.5.

(d) ln(1.5) ≈ 0.4055. Also ist die Approximation mit dem Taylorpolynom T4(f, 2)(x) besser.
Das hat man aber auch schon erwartet, da der maximale Fehler bei der Approximation
mit T4(f, 2)(x) ( 1

324) kleiner ist als der bei der Approximation mit T4(f, 1)(x). Da war der
maximale Fehler 1

64 .
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Hausübung

– Abgabe am 26.04.-27.04.11 in der Übung –

Aufgabe H1 (Gleichmäßige Konvergenz von Funktionenfolgen) (7 Punkte)
(a) Entscheiden Sie, ob die Funktionenfolge fn(x) = e−nx, n ∈ N, auf dem Intervall [0, 1] nicht,

punktweise oder gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion konvergiert. Geben Sie, falls existent,
die Grenzfunktion an.

(b) Seien M1 = [0, 1] und M2 = [1, 2] und gn(x) =
nx

1+n2x2 , n ∈ N. Berechnen Sie die Grenzfunk-
tion g(x) von gn(x) und entscheiden Sie, ob gn(x) auf M1 bzw. M2 gleichmäßig gegen g(x)
konvergiert.

Lösung:

(a) Für jedes feste x ∈ (0, 1] gilt −nx → −∞ für n → ∞ und also limn→∞ e−nx = 0. Für x = 0
haben wir limn→∞ e−n·0 = limn→∞ 1 = 1. Also konvergiert die Funktionenfolge punktweise
gegen

f(x) :=

{

0, 0 < x ≤ 1

1, x = 0
.

Die Konvergenz ist aber nicht gleichmäßig, denn bei gleichmäßiger Konvergenz stetiger Funk-
tionen ist die Grenzfunktion wiederum stetig. In unserem Beispiel aber konvergiert die Funk-
tionenfolge stetiger Funktionen gegen eine unstetige Funktion und damit kann also die Kon-
vergenz nicht gleichmäßig sein.

(b) Für jedes feste x ∈ R gilt

gn(x) =
nx

1 + n2x2
=

x
n

1
n2 + x2

→ 0 (n → ∞).

Somit konvergiert gn(x) auf R (also auch auf M1 und M2) punktweise gegen die Nullfunktion.
Auf M1 ist die Konvergenz nicht gleichmäßig: Sei xn = 1

n
∈ M1 und ε = 1

2 . Dann gilt

|gn(x)− g(x)| =
∣

∣

∣

∣

∣

n 1
n

1 + n2 1
n2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

2
≥ ε.

Für x ∈ M2 ist die Konvergenz gleichmäßig: Sei ε > 0 beliebig. Mit n0 := ⌈ε−1⌉ gilt für alle
n > n0 und für alle x ∈ M2

|gn(x)− g(x)| =
∣

∣

∣

∣

nx

1 + n2x2

∣

∣

∣

∣

=
nx

1 + n2x2
<

nx

n2x2
=

1

nx
≤ 1

n
< ε.

Aufgabe H2 (Potenzreihen) (6 Punkte)
Für welche x ∈ R sind die Reihen

(a)
∑∞

k=0
1

3k−1

(

x
3

)k
,

(b)
∑∞

k=1
2k

k2
(x− 1)5k,

konvergent ?

3
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Lösung:

(a) Mit ak = 1
(3k−1)3k

ergibt sich

∣

∣

∣

∣

ak+1

ak

∣

∣

∣

∣

=
3k − 1

(3k + 2)3
→ 1

3
(k → ∞).

Der Konvergenzradius ist 3; für x ∈] − 3, 3[ ist die Reihe konvergent. Für xr = 3 ist die Reihe
wegen

∞
∑

k=0

1

3k − 1
= −1 +

∞
∑

k=1

1

3k − 1
≥ −1 +

1

3

∑

k=1

1

k

divergent. Für xl = −3 konvergiert die Reihe
∑∞

k=0(−1)k 1
3k−1 wegen des Leibnizschen Konver-

genzkriteriums.

(b) Mit z = (x− 1)5 schreibt sich die gegebene Reihe als
∞
∑

k=1

2k

k2
zk.

Wir bestimmen zunächst den Konvergenzradius dieser Reihe: Wegen

lim
k→∞

k

√

∣

∣

∣

∣

2k

k2

∣

∣

∣

∣

= lim
k→∞

2

( k
√
k)2

=
2

12
= 2

ist dieser 1
2 nach dem Wurzelkriterium. Also konvergiert die ursprüngliche Reihe für alle x ∈ R

mit
|x− 1|5 = |z| < 1

2 , d.h. |x− 1| < 1
5
√
2
.

Der Konvergenzradius ist damit 1
5
√
2
. Für xl = 1 − 2−

1

5 bzw. xr = 1 + 2−
1

5 erhält man die

konvergenten Reihen sum∞
k=1

1
k2

bzw. sum∞
k=1(−1)k 1

k2
. Somit konvergiert die Reihe für alle x ∈

[1− 2−
1

5 , 1 + 2−
1

5 ].

Aufgabe H3 (Taylorpolynom) (7 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f(x) = e−x sin(x). Approximieren Sie die Funktion f durch ihr Taylor-
polynom mit dem Entwicklungspunkt x0 = 0 und bestimmen Sie dabei den Grad des Polynoms
so, dass der Fehler auf dem Intervall [− 1

100 ,
1

100 ] kleiner als 10
−8 ist.

Lösung: f(x) = e−x sin(x) ⇒ f ′(x) = e−x(cos(x)− sin(x)) ⇒ f ′′(x) = −2e−x cos(x)
⇒ f ′′′(x) = 2e−x(cos(x) + sin(x)) ⇒ f (4)(x) = −4e−x sin(x). pro Ableitung
Damit gilt für das Restglied vom Grad 4:

|R4(f, 0)(x)| = |4e
−ξ sin(ξ)

4! x4| = | e
−ξ sin(ξ)

3! x4| ≤ e
1

100

3! ( 1
100)

4 ≤ ( 1
100)

4 = ( 1
102

)4 = 10−8,

wenn x und damit auch ξ aus dem Intervall [− 1
100 ,

1
100 ] sind.

Das Taylorpolynom T4(f, 0)(x) = x− x2 + 1
3x

3 approximiert die Funktion f also gut genug.
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