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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Stabilitdtsbereich)

Es soll gezeigt werden, dal} das klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung (RK4) nicht L-stabil ist.
Zeige dazu, dass

(a) das Polynom
1, 1, 1,
Rl@)=1+q+5q0 +cq"+ 574
die Stabilitatsfunktion des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung ist und
(b) die Beziehung

IR(q)| <1 fiir alle g € C mit R(q) <O
nicht gilt.

Aufgabe G2 (Ein A-stabiles Runge-Kutta-Verfahren)
Betrachte das implizite Runge-Kutta-Verfahren, das durch das Butcher-Schema

1
4
1
2
1
2

gegeben ist.
Berechne die Stabilitatsfunktion des obigen Verfahrens und zeige, daf} das Verfahren A-stabil ist.

Aufgabe G3 (Anfangswertproblem)

Gegeben sei das Butcher-Tableau
1|1
1

a) Wie lautet die Verfahrensvorschrift des zugehorigen Runge-Kutta Verfahrens fiir das allgemeine
Problem y’(t) = f(t, y(t)) um von t;,u; ~ y(t;) ausgehend u;,; zu berechnen?

b) Gegeben sei das Anfangswertproblem
YO =t+3y(t), y(1)=2.

Berechne mit dem oben beschriebenen Runge-Kutta Verfahren mit Schrittweite h = 1/2 eine Néhe-
rung fiir y(2).




Haustibung

Aufgabe H1 (Entladung eines Kondensators)

Wir betrachten die Entladung eines Kondensators der Kapazitidt C iiber einem Ohmschen Widerstand
R. Der Schalter S werde zur Zeit t = 0 geschlossen; zu diesem Zeitpunkt sei die Spannung am Kon-
densator U,. Bezeichnet man mit U = U(t),t > 0 die Spannung am Kondensator und mit Ug(t) den
Spannungsabfall am Widerstand R, so muss offenbar zu jedem Zeitpunkt ¢ gelten:

Up(t)+U(t) =0,

wobei nach dem Ohmschen Gesetz Ui(t) = R-I(t) gilt fiir die Stromstarke I(¢t). Die Elektrische Ladung des
Kondensators ist Q(t) = CU(t). Fiir einen idealen Kondensator gilt die Differenzialgleichung I(t) = Q'(t).
Damit erhélt man fiir die Spannung U(t) am Kondensator die folgende lineare Differenzialgleichung

/ 1 _
U (t)+}EU(t)—O,

mit dem Anfangwert U(0) = U,.
(a) Lose dieses Anfangswertroblem mithilfe der Trennung der Veranderlichen.

(b) SeinunU,=1,R=2und C = %r. Berechne sowohl mit dem expliziten Eulerverfahren, als auch mit
dem modifizierten Eulerverfahren (2.Runge-Kutta-Verfahren 2.0rdnung) jeweils mit Schrittweite
h= % Naherungswerte fiir die Losung des gegebenen Anfangswertproblems im Intervall [0, 2].

(c) Beurteile Deine drei Naherungswerte, indem Du sie miteinander und mit der exakten Losung ver-
gleichst.
Aufgabe H2 (Butcher-Schema)
Betrachte das Schema

0
Y2 %
V3 % Q3o
| B B

Bestimme die Parameter y,,7Y5, a3, 8; und B, so, dass das zugehorige Runge-Kutta-Verfahren unter
den Bedingungen

yi=>,a;firi=1,2,3 und y;=2y,
;

hochstmogliche Konsistenzordnung besitzt. Gib das zugehorige Runge-Kutta-Verfahren an.




