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Kapitel 1

EinflUhrung

Viele Problemstellungen aus den Ingenieur- und Naturwisseaften lassen sich durch ma-
thematische Modelle beschreiben, in denaofly lineare oder nichtlineare Gleichungssy-
steme, Integrale, Eigenwertprobleme, géwliche oder partielle Differentialgleichungen
auftreten. In nahezu allen praxisrelevantetilén a3t das mathematische Modell keine
analytische bBsung zu. Vielmehr muss diedsung durch geeignete Verfahren auf einem
Rechner aherungsweise bestimmt werden. Hierbei ist es wichtigs dias verwendete
Verfahren robust, genau undoglichst schnell ist. Die Entwicklung derartiger Verfahre
ist Gegenstand der Numerischen Mathematik, einem inzeisskehr bedeutenden Gebiet
der Angewandten Mathematik. Die Numerische Mathematiwiekelt effiziente rechner-
gestitzte Verfahren zur isung mathematischer Problemstellungen, unter andeneobee
genannten. Die Vorlesung gibt eine Hihfung in die numerische Behandlung der folgen-
den Problemstellungen

e Interpolation

Lineare Gleichungssysteme

Nichtlineare Gleichungssysteme

Eigenwertprobleme

Numerische Integration

Anfangswertproblemeiir gewdhnliche Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen (gegebenenfalls gamz)



Kapitel 2

Interpolation

Haufig liegen von einem funktionalen Zusammenhang f(z), f : [a,b] — R nur eine
begrenzte Zahl von Wertepy = f(z;), i = 0,...,n, vor, man nibchte jedochf(z) fur
beliebigesr € [a, b] naherungsweise berechnen, plotten, etc.. Dibstfauf das

Interpolationsproblem: Suche eine einfache Ersatzfunkti®z) mit
(I)(.Tl):yz, ’LZO,,TL

Wunsch: Der Fehlerf(z) — ®(x) sollte auf|a, b] klein sein.

Beispiele:

1. Die Funktionf(z) ist aufwandig zu berechnen (z.Bin(x), exp(z), In(z), ['(x), etc.)
und es sind nur die Wertg = f(z;),7 =0, ...,n, bekannt.
Gesucht: Genaue Approximatior®(z) fur f(z), oder®’(z) fur f'(x).

2. Ein Experiment (oder eine numerische Berechnung) bestlemen unbekannten
funktionalen Zusammenhang = f(z) und liefert zu Eingangsparametern die
Wertey;.

Gesucht: Gutes Modellb(x) fur das unbekannté(x).

3. Ein digitales Audiosignal (CD, MP3-Player, DVD, ...) k&t zum Zeitpunkt;, i =
0,...,n,die Amplitudey;.
Gesucht: Wie sieht das zugéirige analoge Audiosignal(t) aus?

4. Ein digitales Audiosignalt;, y;), i = 0,...,n, zur Abtastrate 44,1 kHz (CD) soll
umgesampelt werden auf die Abtastrate 48 kHz (DAT, DVD-ide
Gesucht: (¢;, y(t;)) fur die 48 kHz-Abtastzeitety.

5. 2D-Beispiel: Durch Datenpunkte:;, v;, z;) soll eine glatte Fiche(z, y, z(x,y)) ge-
legt werden (CAD, Computergrafik, Laserscanner, etc.).

3
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Formale Aufgabenstellung

Gegeben sei eine Ansatzfunktidz; ao, . . ., a,), € R, die von Parametery, . . ., a, €
R abhangt. In diesem Kapitel besaftigen wir uns mit der folgenden

Interpolationsaufgabe: Zu gegebenen Paaren
(i,y:), i=0,...,n Mitz,,y; €R, x; #z;furi#j

sollen die Parameter,, . .., a,, SO bestimmt werden, dass die Interpolationsbedingungen
gelten
q)(xi;a()a"'yan):yi, Z:O,7TL

Die Paargx;, y;) werden alsStitzpunktebezeichnet.

2.1 Polynominterpolation

Sehr verbreitet ist die Polynominterpolation. Hier verdetman als Ansatzfunktion Poly-
nome vom Grad n, also

pn(x) = ®(z500,...,0,) = ag+ a1z + ... + az”.

Die Interpolationsaufgabe lautet dann: Finde ein Polyngin) vom Grad< n, das die
Interpolationsbedingungen étit

(2.1) pol(i) =y, 1=0,...,n.

Naiver LosungsansatzEin naheliegender, aber in der Praxis untauglicher Ansatol-
gender: (2.1) liefert die + 1 linearen Gleichungen

a0+xia1—l—$?a2+...+x?an:yi, 1=20,...,n,
fur dien + 1 Koeffizientenay, . . ., a,,. In Matrixform lautet das Gleichungssystem
1 xg :Eg -xy o Yo
1 2 n ai Y1
Ty x] - Ty
(2.2) S . az | =| ¥2
1z, 22 - a" :
aTL yn

Grinde fur Unbrauchbarkeit des Verfahrens:

e Das Aufbsen des Gleichungssystems (2.2) istéhit®) elementaren Rechenopera-
tionen im Vergleich zu den nachfolgendéxin?)-Verfahren sehr teuer.



S. Ulbrich: Mathematik IV @ir Elektrotechnik, Mathematik Illifr Informatik 5

¢ Die Koeffizientenmatrix in (2.2) (Vandermonde-Matrix) zstar invertierbar, abetif
groReren extrem schlecht konditioniefDaher kann das Gleichungssystem (2.2) auf
einem Computer nicht genau gst werden, da Rundungsfehler wegen der schlechten
Kondition dramatisch veratkt werden (siehe Kapitel 3).

2.1.1 Interpolationsformel von Lagrange

Als numerisch stabile und effizienté&tung der Interpolationsaufgabe bietet sich folgendes
Vorgehen an: Wir betrachten das

Lagrangesche Interpolationspolynom

€T — Ty

::]:

2.3 n(T) = Ly, it L
(2.3) Pn() Zyk k() MO k . xk—xj
J7#k

Die Lagrange-Polynome sind gerade so gkity dass gilt

1 fallsk =1
L n\Li) = ' = (5 3.
b (w:) {O sonst. ¥

0i; ist das Kronecker-Symbap,, in (2.3) eriillt die Interpolationsbedingungen (2.1), denn

L0 n und L3 . n=5, quidistante Stiitzstellen auf [0,1]

15

05

-1

I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 2.1:L, 5 und Ls ; fur aquidistante $itzstellen aufo, 1].

Z yk:Lkn xz Zykékz = Yi-

Tatsachlich ist dies die einzigedsung der Interpolatlonsaufgabe:
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Satz 2.1.1Es gibt genau ein Polynom, (z) vom Grad< n, das die Interpolationsbedin-
gungen(2.1) erfullt, namlich (2.3).

Beweis Das Polynom (2.3) hat Grad »n und erfillt (2.1). Gabe es eine weiteredsung
pn(z), dannistp, (z) — p,(x) ein Polynom vom Grael n mit n + 1 verschiedenen Null-
stellenzg, ..., z,, muss also identischsein. O

Bemerkung: (2.3) zeigt, dasg,, linear vony, abrangt.O

Die Darstellung (2.3) von Lagrange isirftheoretische Zwecke sehiitalich und wird auch
in der Praxis oft angewendet.

\orteile:

e Der Rechenaufwand bémt:
Koeffizientenberechnung (Nenner in (2.3))n?)
Auswertung vorp,(z): O(n)

e Intuitive, bequeme Darstellung.

Beispiel: Polynominterpolant vory(xz) = sin(rz) auf [0,2] fur n = 5 und aquidistante
Stitzstellenz; = 2.

1.5 T T T 0.03

0.02

0.01

—0.01

—0.02

-1.5 L L : —0.03 L L 1
o 0.5 1 1.5 2 o] 0.5 1 1.5 2

Abbildung 2.2:sin(7x) undps(z) (gestrichelt) Fehletin(rx) — ps(x).

In der Praxis, insbesondere wenn die effiziente Hinzunaheieewer Siitzstellen naglich
sein soll, ist die folgendBlewtonsche Interpolationsformahgenehmer.
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2.1.2 Newtonsche Interpolationsformel

Wir wahlen als Ansatz dislewtonsche Darstellung
pa(®) =0 +71(x —20) +72(z —x0)(x — 1) + ... + V(@ — 20) (T — 1) -+ (T — Tp1).

Einsetzen in (2.1) liefert nun

Yo = Yo
Y1 —Y
Yo+m(r1r —20) =1 = N = - 0
Tr1 — X
Y2—Yy1 _ Yi—yYo
Yo + Y1(x2 — o) + Ya2(wa — X)) (T — 1) = Yo => o = F—0
Ty — To
Man bezeichnef,, . ..} := 7; als diei-tedividierte Differenzu den Stitzstellenz,, . . . , x;,

WObeif[xo} =% = Yo-

Allgemein berechnen sich die dividierten Differenzen zo 8&éitzstelleny;, . . ., x;4 Uber
die Rekursion

@4 k=1,...,n: j=0,...,n—k: fia TSI f[“’”'“’ﬂ.

Ljtk — Xj
Man ertalt das
Newtonsche Interpolationspolynom
(2.5) pn(x) =70+ Z%(SE —xo) (T —Tiz1)y Vi = Slwor ]

i=1

mit den dividierten Differenzerf,, .. ,; aus (2.4).

.....

Begriindung: Fur n = 0 ist die Darstellung klar. Sing,
iNxy,..., x4 bzw. z, ..., 2z; vom Grad< ¢, dann gilt

.....

(x — zo)p1,..iv1(x) + (ig1 — T)po,.. i ()

pz‘+1($) =

_ x;) (ZL’ _ xO) e (J; — xz) + Polynom vom Grad.
Tit1 — Lo ~ V( ) .
=q;(z

Dader erste Summandin, . . ., z; verschwindet, gily; () = p;(x) wegen (2.1). Vergleich
mit (2.5) liefert (2.4).0
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Wir erhalten aus (2.4) folgende Vorschrift zur Berechnungkaeeffizienteny; = fi,... .-
Berechnung der dividierten Differenzen:
Setzef[m =y, =0,...,n.

Berechneiirk =1,...,nundj =0,...,n — k:

f[zj f[$.7'+1 ----- Tipk] T f[mj ----- $j+k—1].

ey =
j+k] Tivk — T;

Wir erhalten also das Schema

Zo f[:]co] = Yo\,
f[xo,m]\
l'l f[ibl] = y1< f['xO»mlva]
f 4
[z1,22]N,
Lo | fioa) = v2”

\orteile:

e Der Rechenaufwand béuyt:
Berechnung der dividierten Differenzef(n?)
Auswertung vorp,(z): O(n)

e Hinzunahme einer neueniBzstelle erfordert nur die Berechnung verusatzlichen
dividierten Differenzen.

2.1.3 Fehlerabschtzungen
Nimmt man an, dass die 8zwerte von einer Funktiofi : [a, b] — R heritihren, also

i = flxy), i=0,...,n,

dann erhebt sich die Frage, wie gut das Interpolationspotym, auf [a, b] mit f Uberein-
stimmt. Es gilt der folgende Satz:

Satz 2.1.2Seif (n+1)-mal stetig differenzierbar, kurgz € C"([a, b]). Seienvy, ..., x, €
la, b] verschiedene Punkte und ggidas eindeutige Interpolationspolynom vom Grad
zu den Sitzwerten(z;, f(x;)), ¢ = 0,...,n. Dann existiert zu jedem € [a,b] €in¢, €
[a, b] mit

Fr(&)

(x — o) -+ (. — xp).
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Das Restglied der Interpolation hat also zwei Faktoren: Dgssannté&notenpolynom

n

w(z) = H(x — ;)

=0
und den Faktor’%. Durch Absclatzung beider Terme ergibt sich zum Beispiel fol-
gende Fehlerabsatzung.

Korollar 2.1.3 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.2 gilt

2o (@) = pnl@)] < 2l (n+1)! 2o wiz)] < sl (n+1)! b-a)

Achtung: Bei aquidistanter Wahl der 8tzpunkte, alsa; = a + ih, h = (b — a)/n, ist
nicht immer gevihrleistet, dass gilt

lim f(z) —pn(x) =0 furallez € [a,b].

Zum Beispiel ist dieslr () = 75 auf[a, b] = [-5, 5] der Fall.O

Als Ausweg kann man; als die sogTschebyscheff-Abszissgahlen, fir diemax, ) |w ()|
minimal wird: Wahl der

Tschebyscheffabszissen

b—a 29+ 1w +IH—a
= cos —
2 n+12 2 7

liefert den minimalen Wertifr max ¢, 4 |w()|, namlich

h— n+1
max |w(z)| = ( a) 27",

z€[a,b] 2

Beipiel: f(z) = % auf[a,b] = [-5,5]. Wie bereits enahnt, geht behquidistanten
Stitzstellen der Fehlef(x) — p,,(x) furn — oo nicht an allen Stellen € [a, b] gegerD.

Interpolant bei aquidistanten Stitzstellen:

2 2
Interpolant von f(x)=1/(1+x?), n=10, aquidistante Statzstellen Interpolant von f(x)=1/(1+x%), n=20, aquidistante Stiitzstellen
T T T T T T T T

2

P
)
—_
'

~05 L L L L L L L L L ~60
=5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 a 5 -5
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Interpolant bei Tschebyscheffstitzstellen:

—1/(142), n=
Interpolant von f(x)=1/(1+2), n=10, Tschebyscheffabszissen Interpolant von f(x)=1/(1+x?), n=20, Tschebyscheffabszissen
: ; ; ; : ; T T T T T T T

-02,
=5

Allgemein sollte man in der Praxis nichtsehr grof3 vithlen, sondern besseiiskweise in
kleinen Intervallen vorgehen, siehe 2.2.

2.1.4 Anwendungen der Polynominterpolation

Wir geben eine Auswahl von Anwendungém tlie Polynominterpolation an:

1. Approximation einer Funktion auf einem Intervall: Wir haben gesehen, dass hier-

zu nichtaquidistante Sitzstellen sondern die Tschbyscheffabszisserabéwerden
sollten.

2. Inverse Interpolation: Sei f : [a,b] — R bijektiv, also f'(z) # 0 auf [a, b]. Sind
dann(z;, y:), vi = f(z;), Stitzpunkte vonf, dann sindy;, z;) wegenz; = f~!(y;)
Stiitzpunkte &@r f~! und eine Approximation vorf~! kann durch Interpolation der
Stitzpunkte(y;, x;) gewonnen werden.

3. Numerische Integration: (Kapitel 3)
Zur naherungsweisen Berechnung des Integrals einer Funktiom hiam zudchst
ein Interpolatlonspolynom bestimmen, das anschlieRenfda&h integriert werden

kann/ f(x de/pn( ) dx.

4. Numerische Differentiation: Mit einem Interpolationspolynom,, von f istp/, eine
Approximation vonf’.

2.2 Spline-Interpolation

Bei der Polynominterpolation wird die Funktighauf dem Intervalla, b] durchein Poly-
nom vom Gradh interpoliert. Wir hatten festgestellt, dass grol3e Gerlaiigricht immer
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durch die Wahl vieler Sttzstellen sichergestellt werden kann.

Als Ausweg kann man gtkweise Interpolation verwenden. Hierbei zerlegt manAlzas
gangsintervalla, b] in kleine Teilintervalle und verwendet auf jedem Teilia ein inter-
polierendes Polynom fester Ordnung. An den Intervallgearsorgt man ddf, dass die Po-
lynomek-mal stetig differenzierbar ineinandébergehen, wobdi fest ist, und die Wellig-
keit des Interpolanten églichst klein ist. Dieses Konzeilfirt auf die Spline-Interpolation.

2.2.1 Grundlagen

Sei
A={r;:a=xy<11<...<2, =0}

eine Zerlegung des Intervalls, b]. Aus historischen Gmden nennt man die; Knoten

Definition 2.2.1 Eine Splinefunktion der Ordnung zur ZerlegungA ist eine Funktion
s : [a,b] — R mit folgenden Eigenschaften

e Esgilts € C'"!([a,b]), s ist also stetig und — 1-mal stetig differenzierbar.

e s stimmt auf jedem Intervalk;, z;,,] mit einem Polynom; vom Grad< [ uiberein.
Die Menge dieser Splinefunktionen bezeichnen wirdxit
Im Folgenden betrachten wir nur den Falk= 1 (lineare Splinesund! = 3 (kubische
Splines.

Wir wollen nun Splines zur Interpolation verwenden und &eltten folgende Aufgaben-
stellung:

Spline-Interpolation:

Zu einer Zerlegung\ = {z; : a=29 <11 < ... <z, =b} und Werteny; € R, i =
0,...,n bestimmes € S ,; mit

(2.7) s(z;)) =y, 1=0,...,n.

2.2.2 Interpolation mit linearen Splines

Ein linearer Spling € Sa ; ist stetig und auf jedem Intervdlt;, x; 1] ein Polynoms; vom
Grad< 1. Die Interpolationsbedingungen (2.7) erfordern daher;) = y;, s;(zi+1) = yit1
und legens; eindeutig fest zu

Tiy1 — T r — I

(2.8) s(z) = si(x) = yi + Yir1 Vo € [z xig].
Lit+1 — L4 Ti+1 — T4
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Definieren wir die "Dachfunktionen”

0 falls z < Ti—1,
T—xi_1

SOZ(:E) _ pr—— fallsx € [.Ti_l, l’i],
Tip1—
m fallsx € [[EZ‘, xi—l—l]!
0 falls v > Ljt1-

mit beliebigen Hilfsknoterr_; < a undz,, > b, dann erhalten wirifr s(x) auf[a, b] die
bequeme Darstellung

s(z) = Zyi%‘(x), r € [a,b].

Satz 2.2.2Zu einer Zerlegung\ = {z; : a =129 <x; <...<x, =b} von[a,b] und
Werteny;, : = 0, ..., n, existiert genau ein interpolierender linearer Spline.

Ferner gilt folgende Fehlerabsazaung.

Satz 2.2.3Seif € C?*([a,b]). Dann gilt ur jede Zerlegung\ = {z; ; a = zo < 71 <
. < z, = b} von|a,b] und den zugdirigen interpolierenden linearen Splinec Sa ;
von f
1 .
max |f(z) — s(z)| < = max |f"(z)|h? Mit A0 = max Tit1 = T

z€[a,b] = 8 z€fa,b] maw 1=0,...,n—

Beweis Auf jedem Intervalljx;, z;,4] ist s ein interpolierendes Polynom vom Grad1.
Daher gilt nach Satz 2.1.2

|f(z) — s(z)| = |f//2(‘£)’ (Tip1 — o) (v —25) < |f//2(l£)’ hzal“

mit einem¢ € [x;, x;,1]. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.

Vo e [l’l’, xi+1]

2.2.3 Interpolation mit kubischen Splines
Kubische Splines sind zweimal stetig differenzierbar ausisgchen Polynomen zusammen-

gesetzt. Wir werden sehen, dass die Interpolation mit khieis Splines es gestattet, gege-
bene Punkte durch eine Funktion minimalefikimung zu interpolieren.

Berechnung kubischer Spline-Interpolanten

Ist s € Sas ein kubischer Spline, dann ist offensichtlich stetig und 8tkweise linear,
alsos” € Sa ;. Es bietet sich daher ag, durch Integration vor; zu bestimmen.
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SeienM; = s/(z;). Man nennt)/; Momente Dann gilt nach (2.8)

Tit1 — T )

Sgl(x) = Mz + —37 Mi—&-l‘
Ti+1 — Li Lit1 — Li
Zweifache Integration ergibt dann den Ansatz
1 [ (2541 —2)? T —x;)?
SZ(ZE) = — <( +1 ) Mz + ( ) Mi+1> + Ci(l‘ — J]Z) + dl
6\ Tit1—xy Tiy1 — T

mit Konstanteny;, d; € R. Wir berechnen; undd; aus den Bedingungen
Sz(fﬂ'z) = Yi, Si($z‘+1) = Yit1-
Mit
hi = xip1 — x
liefert dies

h? Yirr =¥ hi

di =Yy — EMZ" G = Hh—l - E(Mi-&-l — M;).
Einsetzen in die Gleichungef\z;) = s._,(x;) ergibt schliellich folgende Gleichungéir f
die Momentel/;:
hi1 hi—1 + h; h; Yit1 — Y% Y —Yi1 .

M+ =M+ M, = — L i=1,...,n—1.

6 T T3 Tt T hy !
Dies sindn — 1 Gleichungeniir n + 1 Unbekannte. Der Spline-Interpolant wird eindeutig
durch zwei zuétzlich Randbedingungen:

(2.9)

Wichtige Randbedingungen fir kubische Splines:

a) Natirliche Randbedingunges?(a) = s”(b) = 0, alsoMy = M,, =0
b) Hermite-Randbedingungesi(a) = f'(a), s'(b) = f'(b), also

hO hO Y1 — Yo / hn—l hn—l / Yn — Yn—1
200y + 220, = - SN AL = () — It
3 0o+ g I f(a), 3 + 6 1= f'(b)

Fur jeden der Blle a)-b) ergibt sich zusammen mit (2.9) eine eindeutigeung tir M, . .., M,,.

Fur a) und b) er&lt man ein strikt diagonaldominantes tridiagonales Glangssystem der
Form

Ko /\0 bg
ho  hothi  h1 Y2—Y1 __ Y1—Yo
6 3 6 M, ha ho
. . .. M, :
(210) hi—1  hij_1+h; hi : = Yit1—Yi  Yi—Yi—1
6 3 6 : hi hi—1
An by
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Fur a) kann man zum Beispié} = b, = Ao = A, = 0undpuy = p,, = 1 wahlen. Wegen
der strikten Diagonaldominanz ist nach dem Satz von Gergh@dkein Eigenwert und
daher ist die Koeffizientenmatrix invertierbar.

Minimaleigenschaften kubischer Splines

Es zeigt sich, dass der kubische Spline-Interpolant mit Raditigung a) oder b) unter allen
zweimal stetig differenzierbaren minimaleiknmung im folgenden Sinne hat:

Satz 2.2.4Gegeben sei eine beliebige Funktifne C?([a,b]) und eine Unterteilung\
von|[a, b]. Dann gilt fur den kubischen Spline-Interpolantere S 3 mit Randbedingungen
a) oder b)
b b b b
/ f(z)? dr = / s"(z)? dx —|—/ (f"(x) — §"(z))*dx > / s"(x)? d.

Beweis Siehe zum Beispiel [St94], [PIO0]2

Fehlerabsclatzung fur kubische Spline-Interpolation

Unter Verwendung der Tatsache, dass die Moma@iite= f"(z;) das Gleichungssystem
(2.10) aufO(h3 ) mit h,, = maxg<;<, h; erfullen und die Norm der Inversen der Ko-
effizientenmatrix in (2.10) von der Ordnui®y1/h,,;,,) iSt mit A, = ming<;<,, by, kann
man folgendes Resultat zeigen.

Satz 2.2.5Seif € C*([a,b]) mit f"(a) = f”(b) = 0. Dann gilt fir jede UnterteilungA
mit dem kubischen Spline-Interpolantes Sa 3 zu Randbedingungen a)

hmax
£@) = $(2)] < 7 sup D)

min £€(a,b]

2hmax —
— sup [fE) s, k=1,2.

maxz?
min  £€la,b)

[f9 (@) = s ()] <

Beweis Siehe zum Beispiel [PI00]0
Fur Hermite-Randbedingungeadst sich der Satz versffen:

Satz 2.2.6Seif € C*([a, b]). Dann gilt fur jede UnterteilungA mit dem kubischen Spline-
Interpolantens € Sa 3 zu Randbedingungen b)
)
f(z) = s(z)] < — sup |fW(¢ ht
£(0) = s(e)| < g7 sup |F(O)
2R 0z

[fO () = s ()] <
Prmin &€la,b]

sup |fY(E)|hpass k= 1,2,

max?
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Beweis Siehe zum Beispiel [DB02, PI00, TS90J



Kapitel 3

Numerische Integration

In diesem Kapitel stellen wir einige wichtige Verfahren n@aherungsweisen Berechnung
bestimmter Integralg’f f(z) dz vor.

Integrationsaufgabe:

Zu gegebenem integrierbarefn [a, b] — R berechne

1= [ s

Schon fir relativ einfache FunktioneraBt sich die Stammfunktion nicht analytisch ange-
ben, etwa“i‘;—”” unde~*’. Man ist dann auf numerische Integrationsverfahren aregami.

Wichtige numerische Integrationsverfahren beruhen dayamit Hilfe einiger Stitzpunkte
(x;, f(x;)), z; € [a,b] durch ein Polynom,, zu interpolieren und dann dieses zu integrieren.
Diese Vorgehensweise liefert die Integralapproximation

I,(z) = /abpn(x) dx

und wird alsinterpolatorische Quadratubezeichnet.

3.1 Newton-Cotes-Quadratur

3.1.1 Geschlossene Newton-Cotes-Quadratur

Wir wahlen fir n € N die aquidistanten $itzstellen

b—a

n

r;=a+1ih, 1=0,....,n, mMit h=

16
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Dann lautet das Interpolationspolyngmin Lagrange-Darstellung

n n T — 1T

= ) Lin(r), Lin = .

> S@)han(), L) = T1 =
J#i

Wir erhalten nun die numerische Quadraturformel

L(f) = / dm—foZ/ in () da.

a

Mit der Substitutionr = a + sh unds € [0, n] ergibt sich die

Geschlossene Newton-Cotes Formel:

I f):hzaz,nf(xz)>

S—J

(3.1) mit i, = /HZ_]
J#Z

Die Zahlenay,,,, . . ., o, ,, heillenGewichte Sie sindunabliéingigvon f und|a, b] und somit
tabellierbar. Es gilt stets

Z hai,, = b — a.

=0

Definition 3.1.1 Eine Integrationsformel/(f) = >""_, 5, f(z;) heiBtexakt vom Grad,
falls sie alle Polynome bis mindestens vom Guagkakt integriert.
Die geschlossene Newton-Cotes Formglf) ist nach Konstruktion exakt vom Grad

Es ist wichtig, eine Abschtzung fir den Fehler

En(f) = 1(f) — In(f)
zur Verfugung zu haben. Nach Korollar 2.1.3 gilt
(n+1)
FGSIGIM
(n+1)!
mit einemg € [a, b]. Dies ergibt mit einem (unter Unéstden anderer) € [a, 0]
B FAGRIC3] P
x)dx / pn(z) dx / |f(x x)| dx < CF (b—a)""=.

Eine verfeinerte Restgliedabsithiung ergibt sich durch Taylorentwicklung. Dies liefad d
folgende Tabelle.

)n+1

|[f(z) = pu(z)| <

—Qa
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n Qin FehlerE,(f) Name
11 f(2>(£
1|35 3 f(4) - ) p3 Trapezregel
1 4 1 i
2 g g g 3 49(£)h55 Simpson-Rege
2ok LD | B | R
4|15 & 2 & 2 oi5 p, Milne-Regel

Furn > 7 treten leider negative Gewichte auf und die Formeln wer@slucth zunehmend
numerisch instabil, da Audchung auftritt.

3.1.2 Offene Newton-Cotes-Quadratur

Hier wahlen wir irn € NU {0} die in]a, b] liegenderaquidistanten $tzstellen

b—a
n+2

ri=a+th, i=1,...,n+1, mit h=

Geht man %llig analog vor, dann eéit man wiederum interpolatorische Interpolationsfor-
meln, die

Offene Newton-Cotes Formel:

n+1 n42 n+1 5 — i
L =Y dnfw) dn= [ ][5 s
i=1 o gt
J#i
Fur den Quadraturfehler ergeben sédtmliche Formeln wie im geschlossenen Fall:
n Qi FehlerE, (f) Name
0|2 28y | Rechteck-Regel
3 3 2>(5)
8 4 8 5
215 -5 5| ®gn

3.2 Die summierten Newton-Cotes-Formeln

Die Newton-Cotes-Formeln liefern nur genaue Ergebnissange das Integrationsintervall
klein und die Zahl der Knoten nicht zu groR ist. Es bietet sigdder an, das Intervalk, b]

in kleinere Intervalle zu zerlegen und auf diesen jeweilsammer Newton-Cotes-Formel zu
arbeiten.

Wir zerlegen dazu das Intervadl, b] in m Teilintervalle der langeHd = *¢, wenden die
Newton-Cotes-Formeln vom Gradeinzeln auf diese Teilintervalle an und summieren die
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Teilintegrale auf: Mit

N:m.n7 H = , h =

ri=a-+1h, 1=0,...,N,
yy=a+jH, j=0,...,m

ergibt sich wegen

1H=3 / 7 ) da

j=0 Yj
die
Summierte geschlossene Newton-Cotes-Formel

m—1 n

SV =Y dinf(@jnsi).
=0 i=0
Die Gewichtex; ,, ergeben sich wieder aus (3.1). Der Quadraturfehler
RO = 1) = S{(f)

ergibt sich durch Summation der Fehler auf den Teilintéeval

Satz 3.2.1Seif € C"*([a, b]). Dann existiert eine Zwischensteflec]a, b] mit

C(n)fO+2(&)(b — a)h™*?  fur geradesn,

(n) _
Ry (f) = {C(n)f(n+1)(£)(b —a)h™t!  fur ungerades:.

Hierbei istC'(n) eine nur vom abhangige Konstante.

Wir geben noch die geuchlichsten summierten Formeln mit Quadraturfehler an:

Summierte Trapezregel:(geschlossem =1, h = ’%“)

A m—1 .
SV () =5 3@ + o)), @ =a+jh
j=0
Fehler:RY(f) = —fl—(;)(b — a)h?®.
Summierte Simpson-Regel(geschlossem = 2, h = ¢

3

Wl

SY(f) = (f(z5) +4f(v2541) + f(22542)), x5 =a+ jh.

<.
Il
=)
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Fehler:RY(f) = —f(li)g((f) (b—a)h*

Summierte Rechteck-Regel(offen,n = 0,2m = N, h = *’*T“)

m

S](\?) (f) = th f(l'gj,l), T;=a +]h

j=1

Fehler:RV(f) = %(5)(@ — a)h?



Kapitel 4

Lineare Gleichungssysteme

4.1 Problemstellung und Einfihrung

In diesem Kapitel betrachten wir direkte Verfahren zosung von linearen Gleichungssy-
stemen.

Lineares GleichungssystemGesucht ist eine &isungz € R™ von

(4.1) Az =b.
mit
(4.2)
ailx Aaiz - Qip by X1
a Qg -+ Qo b T
A=| " leren, p=| 2 |lery, z=| " |erm
Ap1 Ap2 - Ann bn Tp

Die hier besprochenen direkten Methoden liefern— rundigidesrfreie Rechnung vorausgesetzt—
die Losung von (4.1) in endlich vielen Rechenschritten. Bekarinibt (4.1) die Matrix-
schreibweiser

ai1x1+ai2x2—l—---+ama¢n:bi, Z:]_,,TL

Lineare Gleichungssysteme treten in der Praxis als Hotslem bei einer Vielzahl von
Problemstellungen auf, z.B. bei debsung von Rand- und Randanfangswertaufgabien f
gewdhnliche und partielle Differentialgleichungen (Schegiksimulation, elektromagne-
tische Felder, ...), in der Bildverarbeitung, usw. . &zlingen besagen, dass etwa 75%
der Rechenzeit im technisch-wissenschaftlichen Bereickiaufosung von linearen Glei-
chungssystemen eatit.

Wir erinnern zuchst an folgenden Sachverhalt.

21
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Proposition 4.1.1 Das lineare Gleichungssystegh.1) hat eine losung genau dann, wenn
gilt

rang(A) = rang(A, b).
Hierbei ist bekanntlichidr eine Matrix B € R™™ der Rang definiert durch

Rand B) = Maximalzahl- der linear unablngigen Zeilenvektoren
= Maximalzahl- der linear unablngigen Spaltenvektoren

Das lineare Gleichungssystdi@h 1) hat eine eindeutigedsung genau dann, wenhinver-
tierbar ist (oder gleichbedeutendet(A) # 0 ). Die eindeutige bsung lautet dann

x=A"'h.

4.2 Das Gaul3sche Eliminationsverfahren, Dreieckszerle-
gung einer Matrix

Das grundatzliche Vorgehen der Gaul3-Elimination ist aus der Linea#igebra bekannt.
Wir werden das Verfahren kurz wiederholen und zeigen, wie deraus eine Dreiecks-
zerlegung einer Matrix e@it. Zudem werden wir uns klarmachen, welchen Einfluss Run-
dungsfehler habentkinen und wie dieser Einfluss wirksam Beipft werden kann.

Die Grundidee des Gaul3schen Eliminationsverfahrenshietden, das Gleichungssystem
(4.1) durch die elementaren Operationen

e Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer andgren
e Zeilenvertauschungen, d.h. Vertauschen von Gleichungen

e Spaltenvertauschungen, die einer Umnummerierung derKamipéen entsprechen,

in ein Gleichungssystem der Form
Ry=c, Yo,=z;, t=1,...,n,

mit der durchgeihrten Spaltenpermutatida, ..., 0,,) und einer oberen Dreiecksmatrix
R =

zuUberfihren, das dieselberbsungen wie (4.1) besitzt. (4.3) ist ein sogenangestaffel-
tes Gleichungssysterdas man leicht durch iRkwartssubstitutiondsen kann, solangg
invertierbar ist. Werden keine Spaltenvertauschungechd@fihrt, dann giltz = .
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4.2.1 Losung gestaffelter Gleichungssysteme

Gestaffelte Gleichungssysteme
4.3) Ry =c

mit einer oberen Dreiecksmatrix

i1 o Tin

0 Trn
sowie
(4.5) Lz=d
mit einer unteren Dreiecksmatrix

lll O

L = ' ". . s
lnl lnn

lassen sich offensichtlich leicht durchuBkwarts- bzw. Vorvartssubstitutiondsen:

Satz 4.2.1SeienR = (r;;) € R™™ und L = (I;;) € R™" invertierbare obere bzw. untere
Dreiecksmatrizen und = (cy,...,c,)%, d = (di,...,d,)T Spaltenvektoren. Dann lassen
sich die losungen voiid.3) bzw.(4.5) folgendermalien berechnen:

a) Ruckwartssubstitution fir obere Dreieckssystemé4.3).

n
Ci— D i TiYi
Y = , 1=n,n—1,...,1.
T

b) Vorwartssubstitution fur untere Dreieckssystemg4.5).

1—1
di — 3252 lijz

’
lii

1=1,2,...,n.

Zi =

Beweis zu a): DaR invertierbar ist, gilt
det(R) = rira - ron # 0,

alsor; #0,i=1,...,n. Somit ergibt sich
Cn

Yn = —

T’VLTL

Cn—1 — Tn—1nYn

Ypn—1 =
T'n—1,n—1
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und somit induktiv a).
zu b): Wegerdet(L) = ly1log - - - 1y, £ 0qilt [;; # 0,7 = 1,...,n. Somit ergibt sich
dy

T

dy — l2,121
2y = ————

Z1

l22

und wir erhalten induktiv b).0

Bemerkung: Der Aufwand fir die Rickwartssubstitution isO(n?) an elementaren Re-
chenoperationen, falls nicht ztzlich eine spezielle Besetztheitsstruktur vorliegtigbn-
besetztheit, Bandstruktui)l

4.2.2 Das Gauf3sche Eliminationsverfahrens

Wir erklaren nun (die grun@dzliche Vorgehensweise sollte aus der Linearen Algebra be
kannt sein), wie man mit dem Gaul3schen Eliminationsvegfabin gestaffeltes Gleichungs-
system erhlt. Statt mit den Gleichungen (4.1) zu arbeiten, ist es bewpr, die Operationen
an der um die rechte Seite erweiterten Koeffizientenmatrix

apy v A | b
(Av b) =
Qp1 = Qnpn bn
durchzuftihren.
Beim Gauf3schen Eliminationsverfahren geht man nun wie falgt

Grundkonzept des Gauf3schen Eliminationsverfahrens:

1 1 1
I

0. Initialisierung: (AM, p(1)) = : P = (A, D).
o o ol |

1. Pivotsuche: Suche eine Gleichung, die vonzx; abhangt, also mita(ll) # 0 und

T
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vertausche sie mit der ersten Gleichung:
(1) (W) | 0

all .. a/l'n, 1
(A0 = | o) 0|~
a7(111) T aﬁi? bgzl)

0,y

1
agl)

a%)
~(1
a g 1)

&0

nl

(1)

Arn

aly

o)
it

(1)

Ann

oY
.1
b

e

n

i)

0

25

Ist A invertierbar, dann existiert immer ein solcheda wegen der Invertierbarkeit
von A die erste Spalte nicht verschwinden kann.

2. Elimination: Subtrahiere geeignete Vielfache der ersten Gleichung eorildrigen
Gleichungen derart, dass die Koeffizienten wgnn diesen Gleichungen verschwin-
den. Offensichtlich muss man hierzu jeweils dagache mit

="ty

~(1) ~(1 ~(1) | 71
b R
(A(1)7 5(1)> ~ (A(2)7 b(z)) _ Aoy +++ Aoy b2
0 al) | b
~(1 ~(1) | 701
) al) |
- FOREE)

0
3. Iteration: Wende firk = 2,...,n — 1 Schritt 1. und 2. aufA®) 5*)) an

1,. Wahle ein Pivotelement!") 4 0, k < r < n, vertausche Zeild: und r
~s (Aw),g(m)

2. Subtrahiere dak,-fache mit (
~ (k)

l a’ik
ik — (K
al(ck)
derk-ten Gleichung von derten Gleichung; = £+ 1,...,n.

o (ABFD plht1))
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Nachk Eliminationsschritten
(A,b) =: (A(l), b(l)) — (A(Q), b(z)) — .= (A(’““), b(k“))

erhalten wir also eine Zwischenmatrix der Form

~(1 ~(1 ~(1 7(1
aty cooay | eoap)| ooy
0 : :
~(k ~(k 7(k
(AG+D_ph1)y ag | oo ag) | b
0
L] A1) plk+1)
0

Nachn — 1 Eliminationsschritten liegt somit ein gestaffeltes Gheingssystem (4.3)
Rr=c¢, mit R=A", ¢=p™

Vor.

Pivotstrategie

Das Elementzg,?, das in Schritt 1 bestimmt wird, heil3PivotelementTheoretisch kann
man bei der Pivotsuche jede%? # 0 als Pivotelement @&hlen. Die Wahl kleiner Pivotele-
mente kann aber zu einer dramatischen \&kstng von Rundungsfehleriitiren. Gewhn-
lich trifft man daher die Wahl vonﬁ',z) durch

Spaltenpivotsuche: Wahlek < r < n mit [al| = max |a{}].
rk k<i<n ik

Hierbei sollten die Zeilen vorl "equilibriert” sein, also ihre Normen dieselbe @&enord-
nung haben.

Beispiel 4.2.1 Betrachte das Beispiel

1 2 -1 2
2 =2 4 |z= 10
2 1 =2 -2
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Dies liefert
1 2 -1 2 Soalienni A 2 =2 41 10
2 _2 4 10 pa tetﬂVOtSUC e 1 2 _1 2
2 1 -2 -2 2 1 -2 =2

o —(1/2) - Zeile 1 2 =2 4 10
Ellmﬂetlon ~— 0 3 _3 _3

—(_1_)-Zeilel \ 0 3 —6]-12
~~
=l31
Spaltenpivotsuche+Eliminati > S
pal enpwosg;e imination | zeile 2 0 3 —31| -3
— -Lelle 0 0 —3|-9

=l32

4.2.3 Praktische Implementierung des Gaul3-Verfahrens

Bei der Realisierung auf einem Rechner speichert man in der Regébl die verwende-
ten Multiplikatoreni;,. Wir werden sehen, dass das Gaul3sche Eliminationsvenfalaren
"gratis” eine Dreieckszerlegung (odéz-Zerlegung) vonA der Form

(4.6) LR =PA

liefert. Hierbei istR € R™" eine obere Dreiecksmatrix (4.4), € R™"™ eine untere Drei-
ecksmatrix der Form

1 0
121 1

4.7) L= lan Il 1 ;
lnl e ln,n—l 1

und P einePermutationsmatrixdie lediglich die Zeilen vom permutiert.

Wir erhalten die folgende Implementierung des Gaul3-Veeias mit Spaltenpivotsuche:

Algorithmus 1 Gaul3sches Eliminationsverfahren mit Spaltepivotsuche
Setzg AW b)) = (A, b) und LY = 0 € R™™,
Furk=1,2,....n—1:

1. Spaltenpivotsuche:Bestimme: < r < n mit

k) _ (k)
|a’7"k: | = %1%§|aik .
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Falls a'¥) = 0: STOP,A ist singukr.

Vertausche die Zeilenund % von (A® 5*)) und vonL*). Das Ergebnis sei formal
mit (A®) b)), L) bezeichnet.
_ (k)
2. Elimination: Subtrahiereifiri = k£ + 1,...,n dasl;,-fache,l;;, = % der k-ten

Zeile von(A™ b(®)) von deri-ten Zeile undiige die Multiplikatorerl;, in L®*) ein.
Das Ergebnis sei formal mitd+1)_ p(+1)) und L*+1) pezeichnet.

Im Detail: Initialisiere (A*+D p*+1)) .= (AF) )y [ED .= [F),
Fari=k+1,...,n;
~ (k)

Ly =
O,
pF D = ptF) 5%
2~
1%+ = 1, (Multiplikator speichern).
Farj=k+1,... n
a8 = G0 1,

Ergebnis: R := A™, ¢ := b, L .= I + L™ mit der Einheitsmatri¥ € R"".

Bei einer Implementierung auf dem Rechner kann niamife Speicherung allet®), b,
A®) b(*) die Felder verwenden, in dengirundb gespeichert warer.*) kann man anstelle
der enstehenden Nullen im strikten unteren Dreieck platesy speichern.

Bemerkung: Der Rechenaufwand isf /3 — n/3 an elementaren Rechenoperationen, falls
nicht zustzlich eine spezielle Besetztheitsstruktur vorliégt.

Vollstandige Pivotsuche

Anstelle der Spaltenpivotsuche kann man auolistandige Pivotsucheurchiihren, bei
der man die Pivotsuche nicht auf die erste Spalte bas&hrSchritt 1 in Algorithmus 1 ist
dann wie folgt zu modifizieren:

Algorithmus 2 Gaul3sches Eliminationsverfahren mit vollséndiger PivotsucheAlgo-
rithmus 1 mit folgender Modifikation von Schritt 1.:

1.” Vollstandige PivotsucheBestimme: < r < n, k < s < n mit

(k) = (k)
oy’ = max fa;”].
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Falls o!¥ = 0: STOP,A ist singuhr.

Vertausche die Zeilenund sowie die Spalter undk von(A®, 5(*)) und vonL®.
Das Ergebnis sei formal mitd®®), 5*)), L(*) bezeichnet.

Achtung: Bei jeder Spaltenvertauschungissen die Komponenten vanentsprechend
umnumeriert werden, d.h. nacldgen von (4.3) iassen die Komponenten des Ergebnis-
vektorsz zurickgetauscht werden.

In der Regel wird vollsindige Pivotsuche nur bei "fast singuén” Matrizen angewandt,
um den Rundungsfehlerinfluld minimal zu halten.

4.2.4 Gewinnung einer Dreieckszerlegung

Wir zeigen nun, dass das Gaul3sche Eliminationsverfahrespailtenpivotsuche (Algo-
rithmus 1) eine Dreieckszerlegung (odeR-Zerlegung) vord der Form

(4.6) LR = PA

liefert. Hierbei istR € R™" bzw. L. € R™" die von Algorithmus 1 gelieferte obere Drei-
ecksmatrix der Form (4.4) bzw. untere Dreiecksmatrix dent@1.7) undP ist einePer-
mutationsmatriXur die durchgedihrten Zeilenvertauschungen.

Das Gaulische Eliminationsverfahren mit v@isliger Pivotsuche (Algorithmus 2) liefert
eine Dreieckszerlegung

(4.8) LR = PAQ,

wobei P bzw. Q Permutationsmatrizenif die durchgdihrten Zeilen- bzw. Spaltenvertau-
schungen sind.

Wir betrachten im Folgenden nur die Spaltenpivotsuche gemalie vollsandige Pivotsu-
che kanrahnlich behandelt werden.

Bemerkung: Eine Dreieckszerlegung (4.6) oder (4.8) ist selnziich, wenn man (4.1)ir
mehrere rechte Seiteiden will. Tatachlich gilt

Ar=b <= PAQy=Pb, x=Qy <= L Ry = Pb, x=Qy,
7
wobei() = I bei Spaltenpivotsuche. Man é&lhnunz durch folgende Schritte:
Vorw arts-Rickwartssubstitution fur Dreieckszerlegung:
LoseLz = Pb nachz durch Vorwartssubstitution geéf Satz 4.2.1.

LoseRy = z nachy durch Rickwartssubstitution geéfd Satz 4.2.1.
Losung:z = Qy.



S. Ulbrich: Mathematik IV @ir Elektrotechnik, Mathematik Illifr Informatik 30

Liegt also die Dreieckszerlegung vor, dann kann (4it)éde rechte Seite i®(n?) Ope-
rationen berechnet werden.

Wir Uberlegen uns nun, dass das Gaul3sche EliminationsverfatiteSpaltenpivotsuche
eine Dreieckszerlegung (4.6) liefert. Die vollatige Pivotsuche kann analog untersucht
werden.

Matrixdarstellung der Eliminationsschritte

Wir betrachten das Gaulische Eliminationsverfahren mitt&gavotsuche (Algorithmus
1). Formal &Rt sich detUbergang(A® b*)) — (A® p*)) — (AK+D pk+1)) durch
Multiplikation mit Matrizen darstellen. Taéshlich gilt

(A® p)y = P (A® p®))  (Zeilenvertauschung)
(AW pEH0y — 1 (A®) 50y = L, P(A®) b®)  (Elimination)

mit derelementaren Permutationsmatiiertausche Zeilé undr der Einheitsmatrix)

1
1
k — 0 1
1
(4.9) P =
1
r — 1 0
1
und derelementaren Eliminationsmatrix
1 0
1
(4.10) Ly =
—lpp1 1
0 :
—~lnk 0 1
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Man piuft leicht, dassP,, L invertierbar sind mit

1 0
1
-1 _ -1 _
0 . ._.
Lok 0 1

Sei nun die Ausgangsmatrix = A invertierbar. Dann ist also nach jedem Schritt (Pivot-
suche + Elimination) das Ergebmig"*+ = L, P, A®) wieder invertierbar und wir erhalten,
wie wir uns schoriiberlegt haben, die Struktur

’]"11 e le e rln Cl
0
(4.12) (A®D pE+1Y = [, P (AP pF)) = 7“81« o Thn | Gk
P A+D plk+1)
0

Nach dem — 1 Schritten des Gauf3schen Algorithmus erhalten wir somit
R=A" =1, P, ---LPA.
Multiplikation mit
(Lpa Py - LnPY) ™ = PULTY - P LY

ergibt wegenP, ' = P,
A - PlLfl e PnflL;ilR'

Sind im Eliminationsverfahren keine Zeilenvertauschumgiig, dann erhalten wir
A=L'- L' R=:LR.

und man rechnet mit (4.11) leicht nach, dass gilt

1 0
L=L7' L7t = lsn I 1 — T+ LM
lnl e lnm,—l 1

Mit den vom Gaul3-Verfahren gelieferten Matrizérund R gilt also ohne Pivotsuche
A= LR.
Allgemein gilt der folgende Satz.
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Satz 4.2.2Es seiA € R™" nichtsinguér. Dann gilt:

i) Das Gauf3sche Eliminationsverfahren aus Algorithmugfelit eine untere Dreiecks-
matrix L. der Form(4.7) und eine obere Dreiecksmatrix mit

LR = PA.

HierbeiistP = P,_; - - - P; eine Permutationsmatrix, wobei jeweits die Permuta-
tionsmatrix tir die Zeilenvertauschung ikten Schritt ist.

i) Algorithmus 2 liefert eine Dreieckszerlegung
LR = PAQ
Hierbei ist P wie eben und) = @, - - - Q,,_1, wobei jeweils),. die Permutationsma-
trix fur die Spaltenvertauschung ikaten Schritt ist.
Beweis Finden keine Zeilenvertauschungen statt, dann habenie/Behauptung bereits
gezeigt.

Fur Interessierte: Der allgemeine Fall ist etwas technisch. Setze= L' — I. Man piift
leicht die Qultigkeit der Formel

L;?Pi =P(PCy+ 1), i>k.
Dies ergibt
P1L1_1"'Pn—1L;i1 =P - P 1(Pyy--- BCY +I>"'(Pn—lcn—2+I)L;i1 =P,

wobei die Faktoren )
Ly=P, 1 Pop1Cp + 1

ausL,;1 durch Permutation der Eirdtgel;, entstehen, die sich aus den nachfolgenden Pivot-
schritten ergeben. Dieselben Eigel;;, werden vom Gaul-Verfahren iit*+! eingetragen
und bis zum Ergebnig(™ genauso vertauscht.

Algorithmus 2 ist nichts anderes als Algorithmus 1 angewéadfAQ. O

Es gibt einige wichtige Teilklassen von Matrizen, bei deaahdie Pivotsuche verzichtet
werden kann:
Matrizenklassen, die keine Pivotsuche erfordern

o A = AT ist symmetrisch posititv definit, also
e" Az >0 VaeR"\{0}.

Wir gehen hierauf noch ein.
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e A ist strikt diagonaldominant, d.h.

|aii’>Z|aij|7 1=1,...,n,
j=1
j#i
sieheUbung.
e A ist M-Matrix, d.h. es gilt

a; >0, 1=1,...,n,
a;; < 0, i #
D YA — D), D=diag(ay,...,a,,) hatlauter Eigenwerte vom Betrag1.

Nach Satz 4.2.2 gibt esiff eine invertierbare Matrixi immer eine Permutationsmatrix,
so dass eine Dreieckszerlegung
LR =PA

mit L, R der Form (4.7), (4.4) existiert. Tatshlich sindL, R eindeutig bestimmt:

Satz 4.2.3SeiA € R™" invertierbar und seiP € R™" eine Permutationsmatrix, so dass
eine Dreieckszerlegun@.6) mit L, R der Form(4.7), (4.4) existiert. Dann sindl und R
eindeutig bestimmt.

Beweis Fur Interessierte: Die BeziehungLR = B liefert die folgendem? Gleichungen
fur dien? unbekannten Einfige inL und R

min(,j

)
bij = Z Lkrk;, (Li=1).
k=1

Hieraus lassen sichy, undr;; zum Beispiel in folgender Reihenfolge berechnen:

1
|3 )
5
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4.2.5 Das Cholesky-Verfahren

Fur allgemeine invertierbare Matrizen kann das Gaul3-Veefalohne Pivotsuche zusam-
menbrechen und wir werden sehen, dass auch disd8n der numerischen Stalilieine
Pivotsuche ratsam istiiF die wichtige Klasse der positiv definiten Matrizen istged das
GaulRR-Verfahren immer ohne Pivotsuche numerisch stabihdiinrbar.
Definition 4.2.4 Eine reelle MatrixA € R™™ heil3t positiv definit, falls gilt
A=A 2"Az >0 VaeR"\{0}.
und positiv semi-definit, falls gilt
A=AT, 2TAz >0 VzeR"™
Allgemeiner heifl3t eine komplexe Matrixe C™" positiv definit, falls gilt
A=A" 2HAr>0 VoeC™\{0}.
und positiv semi-definit, falls gilt
A=A HAz >0 VzeC™

Il o e

Positiv definite Matrizen treten sehr oft in Anwendungen, &iiva bei der numerischen
Losung von elliptischen (z.B. Laplace-Gleichung) und pdiabloen (z.B. Varmeleitungs-
gleichung) partiellen Differentialgleichungen.

Satz 4.2.5FUr eine positiv definite Matrixd existiert A=! und ist wieder positiv definit.
Zudem gilt: Alle Eigenwerte sind positiv, alle Hauptuntetrizen Ay, = (a;;)k<ij<i, 1 <
k <1 < n sind wieder positiv definit und alle Hauptminoréet(Ay;) sind positiv.

Beweis ElementardJbung aus der linearen Algebra. Siehe z.B. Stoer [St@4].

Eine effiziente Variante des Gaul3schen Verfahran&feichungssysteme mit positiv defi-
niter Matrix wurde von Cholesky angegeben. Das Choleskyaieen beruht auf der fol-
genden Beobachtung

Satz 4.2.6 Es seiA € R™" positiv definit. Dann gibt es genau eine untere Dreieckrrdiri
mit positiven Diagonaleintigenl;; > 0, so dass

LLT = A (Cholesky-Zerlegung)
Ferner besitztA eine eindeutige Dreieckszerlegung
LR = A,
wobeiL = LD™', R = DL” mit D = diag (l11,...,l.,). Sie wird vom GauR-Verfahren
ohne Pivotsuche geliefert.



S. Ulbrich: Mathematik IV @ir Elektrotechnik, Mathematik Illifr Informatik 35

Der Beweis kann durch vollanhdige Induktion nach erfolgen, wir wollen ihn aber nicht
austihren.

Die Cholesky-Zerlegundg L” = A berechnet man durch Adfen den@ Gleichungen
(aus Symmetriegmden muss nur das untere Dreieck mit Diagonale betracletetan)

J
(413) Qi = Zlik‘ljk‘a fur 1<, 1=1,...,n.

k=1
Man kann hieraus die Elemente varspaltenweise in der Reihenfolge

llla--'7ln171227-"aln27-"7lnn

berechnen. & die erste Spalte voh (setzej = 1) ergibt sich

2
app = lll? also l11 = \/ai1
an = lilyy,also by = a;1 /1.

Sukzessives Aufisen nacld;;, ¢ = j, ..., n liefert den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 3 Cholesky-Verfahren zur Berechnung der Zerleging LLT = A
Farj=1,...,n

Fare=7+1,...,n: A
Qij — i;ll Lirlj

lz’j - l

Ji
Bemerkung: Das Cholesky-Verfahren hat einige scle Eigenschaften:
e Dadas Cholesky-Verfahren die Symmetrie ausnutztybgies neben Quadratwur-

zeln nur noch cas® /6 Operationen. Dies ist etwa diedite der beim GauR-Verfahren
berbtigten Operationen.

e Aus (4.13) folgt
lij| < Vaw, j<i, i=1,...,n.
Die Elemente der MatriX. kbnnen daher nicht zu grol3 werden. Dies ist ein wesent-
licher Grund @ir die numerische Stabiéit des Cholesky-Verfahrens.

e Das Cholesky-Verfahren ist die effizienteste allgemeinéiiethode auf positive De-
finitheit. Man muss hierbei Algorithmus 3 nur wie folgt ertesn:

7j—1
a=az;—Y I Falls & < 0: STOP,A nicht positiv definit.
k=1

Sonst setzé;; = \/a.
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4.3 Fehlerabsclatzungen und Rundungsfehlereinflufl3

Bei der Beschreibung der direkten Verfahren zasiing von Gleichungssystemen sind
wir bisher davon ausgegangen, dass alle Ausgangsdatetvexidégen und die Rechnung
ohne Rundungsfehler durchgéft wird. Dies ist jedoch unrealistisch, denn insbesoader
bei groRen Systemerbknen Rundungsfehler die Rechnung erheblich beeinflussen.

4.3.1 Fehlerabschtzungen ir gestrte Gleichungssysteme

Wir studieren zuachst, wie stark sich diedsung eines linearen Gleichungssystems bei
Storung von Matrix und rechter Seitandert. Vorgelegt sei ein lineares Gleichungssystem

Ax =10

und ein gedirtes System

(A+AA)z =0+ Ab
mit AA und Ab "klein”.
Frage: Wie klein istz — z7?

Diese Fragestellung ist vondafster praktischer Bedeutung:

e Man kann absditzen, wie sensitiv die dsung beiaglich Sbrungen von Matrix und
rechter Seite ist.

¢ Eine berechnete&herunggisung (z.B. mit einer Implementierung des Gaul3-Verfahrens)
Z von Az = b ist exakte lbsung des Systems

AZ = b+ Ab, mitdem Residuum\b = Az — b.

Man kann nun aus dem leicht berechenbaren Residvbims A% — b Schranken an
den unbekannten Fehlgr. — z|| ableiten.

Es stellt sich heraus, dass die sogenannte Kondition eirgrmidiesen Sireinfluss be-
schreibt.

Zur Messung vorx — Z, Ab und A A berdtigen wir einen "langenbegriff” fir Vektoren
und Matrizen.

Definition 4.3.1 Eine VektornormaufR" ist eine Abbildung: € R™ — ||z|| € [0, co[ mit
folgenden Eigenschaften:

a) ||z|| = 0 nurfurz = 0.
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b) ||az|| = |a|||z]| fur alle « € R und allez € R™.

c) ||z +yll < |z + ||y| furallez,y € R* (Dreiecksungleichung).

Nun sollen auctMatrix-Normeneingefihrt werden. Sei hierzli - || eine beliebige Norm
aufR™. Dann bnnen wir aufR™" eine zugebrige Matrix-Norm definieren durch

A
(4.14) |A|| := sup ||Az|| = sup |1 Az]
lzl|=1 w0 ||z

fur A € R™". Sie heif3t die durch digektornorm|| - || indizierte Matrix-Norm

Sie hat wiederum die Eigenschaften

|A|| = 0 nurfarA=0.
|laA|l = || ||A]| fur allea € R und alleA € R™".
|A+ Bl <||A|l + ||B|| furalleA, B € R™" (Dreiecksungleichung).

Zusatzlich sichert (4.14) dieirizlichen Ungleichungen

|Az|| < ||All||lx|| fur allex € R™ und alleA € R™™ (Vertraglichkeitsbedingung)
|AB|| < ||A|l||B]| fur alle A, B € R™" (Submultiplikativi&t).

Beispiele:

|z]l, = VaTz induziert || All, = v/ Anaz (AT A)

n n
], =) |z;| induziert [|A], = jg}axnz la;;|  (Spaltensummennorm)

77777

i=1 =1
n

]|, = max |v;| induziert ||A], = ;?axnz; la;j|  (Zeilensummennorm)
J:

Wir sind nun in der Lage, die bereits eihwnte Kondition einer Matrix einztihren.
Definition 4.3.2 SeiA € R™" invertierbar und sej| - || eine induzierte Matrixnorm. Dann

heifl3t die Zahl
cond 4) = [|A[[[|A7"]]

die Kondition von A beziglich der Matrixnorm.

Man kann nun folgendes zeigen.
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Satz 4.3.3(Storeinfluss von Matrix und rechter Seite)
SeiA € R™" invertierbar,b, Ab € R", b # 0 und AA € R™" mit [|[AA] < 1/[|A7Y
mit einer beliebigen durch eine Norfn || auf R” induzierten Matrixnorni| - ||. Ist = die
Losung von

Ax =b

undz die Losung von
(A+ AA)T =b+ Ab,

dann gilt

|1z == cond A) <HAAI| ||Ab\|>‘
[zl = 1 —cond A)[[AA[/IlAL\ (Al [jo]

Beweis Wir betrachten der Einfachheit halber nur den Zall = 0. Dann liefert Sub-
traktion der gesirten und ungesétten Gleichung

A(Z — x) = Ab,

also
|2 — xf| = AT Ab| < [[A7H|[|Ab]].

Wegen([b]| = [[Az|| < [[A[l]|=]| folgt 1/||z[| < [[A][/]|b]] und somit

B Ab
< Al 1||%.

12 — ]

]
a

Die Kondition bestimmt also die Sensitigitbeziglich Sbrungen von Matrix und rechter
Seite.

4.3.2 Erganzung: Rundungsfehlereinflu? beim Gaul3-Verfahren

Auf einem Rechner wird eine Zakl 0 nach IEEE-Standard dargestellt in der Form
+l,0q a9 ... ap_y 2%, a; €{0,1}, b€ {b_,... b},

z.B. bei der heuté@blichen doppelten Genauigkeit
t = 53 (ca. 15 Dezimalstellen))_ = —1022, b, = 1023.

Alle elementaren Rechenoperationen sind nach IEEE-Stdstezu implementieren, dass
das Ergebnis der Operation das gerundete exakte Ergebuissser bei Exponentdiber-
oder Unterlauf. Bezeichnen wir mit,, —,, usw. die Rechenoperationen auf einem Rech-
ner, dann gilt also z.B.

r+,y =rd(z+y).
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Hierbei rundet rd zur &achstgelegenen Gleitpunktzahl. Es gilt €ien relativen Fehler
|z — rd(z)|

7 <27'=:eps eps: Maschinengenauigkeit.
T

Somit gilt bei jeder Rechenoperatiop € {+,, —¢, %4, /4}

ro,y=(roy)(l+2), |d <eps

Rundungsfehleranalyse fir das Gaul3-Verfahren

Durch eine elementare aber aufwendige Aldgzhing der beim Gaul3-Verfahren auftreten-
den Rundungsfehlervegskung erialt man folgendes Resultat.

Satz 4.3.4SeiA € R™" invertierbar. Wendet man das Gaul3-Verfahren auf einemi&zch
mit Maschinengenauigkeit eps mit einer Pivot-Technik aa,|igt| < 1 sicherstellt (z.B.
Spaltenpivotsuche oder totale Pivotsuche), dann errgania@ L, R mit

eps
1—eps

LR=PAQ+F, |f;] <2ja
Hierbei sindP, () die aus der Pivotsuche resultierenden Permutationen und

(415) a = m]?x ag, a = max |az(;€)|
2y

Berechnet man mit Hilfe voh, R durch Vorvarts- und Rickwartssubstitution eine &he-
rungsbsungz von Ax = b, dann existiert eine Matri¥, mit

2(n+1)eps, -, = 2(n+1)eps _
Hnt L)eps, 1) pyy < Hnt 1eps

1 — neps 1 — neps

Hierbei bezeichnel| = (|l;;]), |R| = (|75;])-

(A+E)T =0, ey <

Beweis Siehe Stoer [St94]C

Bemerkung: Mit Satz 4.3.3 kann man nun auch den relativen Fehler @rekungsisung
7 absclatzen.O

EinfluR der Pivot-Strategie
Die Grol3e vorz in (4.15) langt von der Pivotstrategie ab. Man kann folgendes zeigen:

e Spaltenpivotsuche:d,, < 2* max; ; |a;;|.

Diese Schranke kann erreicht werden, ist aber in der Redgetwigessimistisch. In
der Praxis tritt fastimmeg;, < 10 max; ; |a;;| auf.
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e Spaltenpivotsuche bei Tridiagonalmatrizen:a;, < 2max; ; |a;;]|.

e \olistandige Pivotsuchen,, < f(k) max;; |a;;|, f(k) = k/2(2131/2... g/ (:=1))1/2,

f(n) wachst recht langsam. Es ist bislang kein Beispielapit- (k + 1) max; ; |a;;|
entdeckt worden.



Kapitel 5

Nichtlineare Gleichungssysteme

5.1 Einflhrung

Wir betrachten in diesem Kapitel Verfahren zuidung von nichtlinearen Gleichungssyste-
men.

Nichtlineares GleichungssystemGesucht ist eine &sungz € D von
F(z)=0

mit einer gegebenen Abbildung

D C R™ nichtleer und abgeschlossen.

Viele praxisrelevante Probleme, insbesondere im Hocht@olgiebereich, sind nichtline-
ar und erfordern die @&sung nichtlinearer Gleichungssysteme. 8borf zum Beispiel die
Schaltkreissimulation und die Diskretisierung nichtaner partieller Differentialgleichun-
gen (Wetter- und Klimamodelle, strukturmechanische Berangen, Umformprozesse aus
der Produktionstechnik...) auf grof3e nichtlineare Glengssysteme.

Im Gegensatz zu linearen Gleichungssystemen, bei denegemau eine tisung, keine
Losung oder ein ganzer affiner Unterraum absiing auftreten kann, sind bei nichtlinearen
Gleichungen auch mehrere oder unendlich viele isolied®ubgen raglich.

Beispiel 5.1.1

1.n=1,D=R, F(z) =2%—a,a > 0.
Es gibt zwei reelle bsungen: = +/a.

41
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2.n=1,D=R,F(z)=2*+a,a>0.
Es existiert keine reelledsung.
3. n=1,D =R, F(z) = zsin(x).
Es gibt unendlich viele &sungenc = kr, k € Z.

4. Schnittpunkte des Einheitskreises mit der Ger&dem, = ax,+b,a,b € Rin = 2,
D= R2' F(l’) _ (x%-i—:c%—l)-

xo—axi—b

Je nach Wahl von, b gibt es zwei, eine oder keine rell&sung.

Sehr oft ist die FunktiorF' stetig differenzierbar, d.h. die partiellen Ableltunggfh 1<
i, j < n existieren und sind stetig. In diesem Fall gilt (Tayloreickdung erster Ordnung)

F(x+s) = F(z) + F'(x)s + R(x; s)

mit der Jacobi-Matrix

) - PB(x)
F'(x) = : ;
u(z) -+ GE(x)

=0, kurz: R(z;s)=o(s])-

Dies ist wesentlichir die Entwicklung schnellerdsungsverfahren.

5.2 Das Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren ist eines der wichtigsten Verfahr@nLHsung nichtlinearer Glei-
chungssysteme, da es nahe désling sehr schnell konvergiert. Der Einfachheit halber
nehmen wir im folgenden den Fdll = R™ an.

Wir betrachten das Newton-Verfahren zudung eines nichtlinearen Gleichungssystems
(5.2) F(z)=0

mit ' : R" — R” stetig differenzierbar.
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5.2.1 Herleitung des Verfahrens
Anschauliche Herleitung im eindimensionalen Fall

Sei zurachstn = 1. Dann istF(z) eine reelle Funktion. Sei*) eine Naherung einer
Losungz von (5.1). Die Idee des Newton-Verfahrens besteht ddrim =*) durch die
Tangente ariz, F(z)) im Punktz® zu approximieren und alsachste Iterierte:**1) die

Nullstelle der Tangente zuahlen.

Die Tangentengleichung lautet

y = F(aW) + F'(@®)(@ - 2®)
undz*+Y ist die Losung von

F(z®) + F'(z®)(z — 2®) = 0.
Im Falle F'(z®) # 0 ergibt sich

2B — (k) F/(x(k))flp(:c(k))_

Es gilt also

wobeis*) die Losung der Gleichung ist

Beispiel: Fir F(x) = 2* — a, a > 0 ergibt sich

1 1 a
(k+1) _ (k) _ (k)y2 _ — k)
T x 5200 (") a) 5 (ZL‘ + az(k)> )

Der allgemeine Fall

Zur allgemeinen Motivation des Newton-Verfahreiis (5.1) seiz(*¥) € R” ein gegebener
Punkt. Dann istz eine Losung von (5.1) genau dann, wean= z*) + s gilt mit einer
Losungs von

(5.2) F(2®™ 4 5) = 0.

Die Idee des Newton-Verfahrens besteht dafiny*) + s) durch die Taylorentwicklung
erster Ordnung zu ersetzen: Es gilt

F(a® 4+ 5) = F(a®) 4+ F'(z™)s + o(||s]])

mit der Jacobi-Matrixt” (z*)) von F in 2*) und das Restglied wirdif kurzes klein.
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Bei derk-ten Iteration des Newton-Verfahrens ersetzt man dah2ydbirch die linearisierte
Gleichung
F(z®™) + F'(z®)s = 0.

Dies ergibt

Algorithmus 4 Lokales Newton-Verfahren fur Gleichungssysteme
Wahle einen Startpunkt® € R”.

Fark=0,1,...:

1. Falls F(z®) = 0: STOP mit Ergebnig®),
2. Berechne den Newton-Scheitt) € R™ durch Losen deNewton-Gleichung
F/<x(k))3(k) — _F(x(k))_

3. Setze/k+D) = (k) 4 5(k),

5.2.2 Superlineare und quadratische lokale Konvergenz des Newton-
Verfahrens

Wir werden sehen, dass unter geeigneten Voraussetzungeaolhtielle lokale Konvergenz
des Newton-Verfahrens gezeigt werden kann.

Wir verwenden im folgenden der Einfachheit halber immer eliklidische Norm|| - ||,
mit induzierter Matrix-Norm| - ||,, obwohl wir genausogut jede andere Norm verwenden
konnten.

Der folgende Satz zeigt die superlineare bzw. quadratiettade Konvergenz des Newton-
Verfahrens.

Satz 5.2.1(Schnelle lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens)
SeiF : R — R" stetig differenzierbar und sei € R” ein Punkt mitF'(z) = 0 und F'(z)
nichtsinguér. Dann gibt ey > 0, so dass gilt:

i) zistdie einzige Nullstelle voR' auf B;(z)
i) Furalle (¥ € Bs(z) mit ders-Kugel
Bs(z) :={z e R" : |lz — Z|]2 < 0}

terminiert Algorithmus 4 entweder mit*) = z oder erzeugt eine Folger®)) c
Bs(z), die superlinear gegen konvergiert, d.h.

lim 2, = 7, wobei |z — 2, < vellan — il
k—o0

mit einer Nullfolger, 0.
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iii) Ist F’ Lipschitz-stetig auB;s(z) mit Konstantel, gilt also
1F(x) = F'(y)lly < Lllz = yll, Va,y € Bs(z),
dann konvergiertz*)) sogar quadratisch gegen d.h.

lim z, =z, wobei ||zx1 — 7|, < Cllzx — Z|I5,
k—ro0

wobei fir & > 0 klein genugC = || F"(z)!||,L gewahlt werden kann.

Hinweis: F” ist automatisch Lipschitz-stetig aifs(z), falls F' zweimal stetig diffe-
renzierbar auf der abgeschlossenen KuBg(z) ist.

Leider konvergiert das Newton-Verfahren aus Algorithmusder Regel nuriir Startpunk-
te, die nahe genug an eineddungz liegen.

Beispiel 5.2.1BetrachteF'(z) = = F hat die eindeutige Nullstelle und ist stetig
differenzierbar mitF’(x) > 0. Trotzdem konvergiert das Newton-Verfahréin jeden Start-

punkt mit|z(®| > 1 nicht. SieheJbung.

Um Konvergenz iir beliebige Startpunkte erzielen zérknen, muss man das Newton-
Verfahren geeignet globalisieren.

5.2.3 Globalisierung des Newton-Verfahrens

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine Modifikation destda-Verfahrens, dielir eine
grol3e Klasse von Funktiondnglobale Konvergenz, d.h. Konvergenz von einem beliebigen
Startpunkt aus, sicherstellt.

Den Ausgangspunkt bildet die Beobachtung, dass jeiguhgz von (5.1) ein globales
Minimum des Minimierungsproblems

. 2
min |[F(z)],

ist.

Wir wenden nun folgende Strategie an:

¢ Wir verwenden den Newton-Schritt®) mit einer Schrittweiter;, €]0, 1], wahlen also
als Ansatz fir die neue lterierte

k1) (k) k)

. + OkS( .
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e Wir bestimmen die Schrittweite, so, dass gilt
(5.3) IF (" D)y < (17 (™)),

und die Abnahme "ausreichend grof3” ist.

Durch Taylorentwicklung der Funktion
6(0) = |F(a +osV)];
in o = 0 erkalt man
6(0) = 9(0) + ¢/ (0) + o(0) = [|F(=®)][; + 20 F (&®)F'(2®)s"* + o(0)

und Einsetzen der Newton-Gleichuft(z®))s* = —F(2®) liefert

|F@® +0sP) 5 = | Fa®)]; - 201 F®); + o(0).
Istd €]0, 1] fest, dann gilt im Fall"'(=*)) = 0 also ir o klein genug

IF® +os®)l; < |F®)]f; - 260]|F ()]

Dies zeigt, dass die folgende Schrittweitenwahl nach Asr8ipnn macht:

Schrittweitenwahl nach Armijo:

Seid €]0,1/2[ (ute Wahl z.B§ = 10~%) fest gegeben. @hle das goRtes;, € {1,3,1,...}
mit

2 2 2
(5.4) 1F (@™ + sy < 1F(@®)], = 20031 F (@)l

Wir erhalten insgesamt folgendes Verfahren:

Algorithmus 5 Globalisiertes Newton-Verfahren fur Gleichungssysteme
Wahle einen Startpunkt® € R”.
Fark=0,1,...:

1. Falls F(z®) = 0: STOP mit Ergebnis*).

2. Berechne den Newton-Schitt) ¢ R durch Losen deiNewton-Gleichung

3. Bestimme, nach der Armijo-Reg€gb.4).
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4. SetzevtD) = z(*) 4 5, 5,
Es gilt folgender Konvergenzsatz.

Satz5.2.2Sei F' : R* — R" stetig differenzierbar und® ¢ R" beliebig. IstF’(x)
invertierbar fr alle x in der Niveaumenge

Ni(@ @)= {y : fy) < F@)}, f2) = [IF(@)ll;

und ist N;(z(®)) kompakt (also beschnkt und abgeschlossen), dann terminiert Algorith-
mus 5 mit Startpunkt® entweder endlich oder erzeugt eine Folgé?) C N, (=), fur
die gilt:

i) (z®) konvergiert gegen einedisungz von(5.1).

i) Es gibt! > 0 mito, = 1 fur alle £ > [. Das Verfahren geht also in das lokale
Newton-Verfahreiiber und konvergiert superlinear bzw. quadratisch gegen



Kapitel 6

Numerische Behandlung von
Anfangswertproblemen gevohnlicher
Differentialgleichungen

6.1 Einflhrung

Viele Anwendungen aus Naturwissenschaft, Technik undséheft fihren auf Anfangs-
wertproblemeir gewohnliche Differentialgleichungen.

Anfangswertproblem: Gegeben sei eine Funktiof : [a,b] x R" — R™ und ein An-
fangswerty, € R™. Gesucht ist eine Funktion : [a,b] — R™, deren Ableitungy’ eine
gewdbhnlichen Differentialgleichunder Form

y(t) = ftyt), telab]

erfullt und die zudem deAnfangsbedingung

y(a) = yo
geriigt. Also kurz
(6.1) y'(t) = f(t,y(t), te€la,b]
(62 AP y(a) = o

In vielen Rallen bezeichnetdie Zeit, was die Bezeichnung Anfangswertproblem rechtfer-
tigt.

Anwendungen: Bewegungsgleichungen (z.B. Fahrdynamik, PlanetenbewggRegkti-
onskinetik, Schaltkreissimulation, etc.

Grundlegendiir die Existenz und Eindeutigkeit einebsung von (AWP) ist der folgende

48
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Satz 6.1.1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)
f :la,b] x R™ — R™ sei stetig. Ferner gebe es eine feste Zaht 0 mit

lf(t,y) — f(t,2)]| < L|ly—=z| furallet € [a,b] undy, z € R™ (Lipschitz-Bedingung).
Dann gilt:
a) (Picard/Lindebf) Zu jedemy, € R" besitzt (AWP) genau einé@kungy € C*([a, b]; R™).
b) Sindy, z Losungen zu den Anfangswertgl) = y, bzw.z(a) = 2,, dann gilt

(6.3) ly(t) — =)l < "D lyo — 2ol V1t € [a,b].

Fur einen Beweis siehe z.B. Heuser [Heu89] oder Walter [Wa&8$] b} ist eine Folge des
Lemmas von Gronwall.

Bemerkung: Teil b) besagt, dass diedsungstetigvom Anfangswert), abhangt.

6.1.1 Grundkonzept numerischer Verfahren

Zur numerischen ésung von (AWP) zerlegen wir das Intervgll b] in Teilintervalle:

_b—a
=

i=a+jh, j=0,1,...,N, h

Durch Integration von (AWP) e#it man mit der Abkrzungy,; = y(¢,)

tit1 tit+1
(6.4) Yot = ; + / Y (&) dt = y; + / £t y(0)) dt.
t t

J J

Das Integral rechts kann nicht exakt berechnet werden,daunbekannt ist. Wir appro-
ximieren daher das Integral durch interpolatorische Qatadrund erhalten hieraus einen
numerischen Algorithmus zur Berechnungen vahBrungen

Uj%y(tj), j:l,...,]\[7 Uo = Yo-
Den Fehler
ej = y(t;) —u;
bezeichnet man aBiskretisierungsfehler
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6.1.2 Einige wichtige Verfahren
Approximiert man das Integral in (6.4) durch die Rechteayskewobei wir das linke In-
tervallende als $tzpunkt verwenden, also
ti+1
f(ty(t))dt = hf(ty,y;),
t
dann erhalten wir das
Explizite Euler-Verfahren:

Uo = Yo
(65) Ujy1 = uj—i—hf(tj,uj), j:O,,N—l

Verwenden wir zur Approximation des Integrals die Rechtesiesl mit dem rechten Rand-
punktt;, als Stitzstelle, dann erhalten wir das

Implizite Euler-Verfahren:
Up = Yo
(66) Uj41 ‘= Uy +hf(tj+1,’lj/j+1), j :O,...,N— 1.
Hierbei ist zu beachten, dads fedes; die Gleichung nach,, aufgebst werden muss.
Approximiert man das Integral in (6.4) durch die Trapezled@nn erlkalt man
h
Uil = U+ g (f(t,u5) + [, uge) -

Die rechte Seitedngt vonu;; ab, das Verfahren ist also implizit. Ersetzt man reehis
durch den expliziten Euler-Schritt; = u; + hf(t;, u;), dann ergibt sich das

Verfahren von Heun, erstes Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnwng: (Heun, 1900)

h .
Uo = Yo, U1 =UjF g (f(tgu5) + f(tjpr,uj + hf(ty,u5)),5=0,...,N —1.

Das Verfahren kann auch geschrieben werden als
h
Uj+1 = Uy + §(k1 + k2)

mit ki = f(tj, Uj), ko = f(tj+1, Uj + hk’l)

Approximieren wir das Integral durch die Mittelpunktsreged v/, durch den Euler-
Schrittu; + h/2f(t;,u;), dann ergibt sich das
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Modifizierte Euler-Verfahren, zweites Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung: (Runge,
1895)
Uo = Yo, u]+1:u]+hf(tj—|—h/2,u]+(h/2)f(tj,u])), ]:0,,N—1
Das Verfahren kann auch geschrieben werden als
uj+1 = U,j + th

m|t ]{71 = f(tj, Uj), k’g - f(t] + h/2,uj + (h/2) k’l)

Wenden wir schlief3lich die Simpson-Regel an und ersetzer,, u;,, geeignet durch
Taylorentwicklungen, dann ergibt sich das sehr genaue ahelte

Klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung (RK4)

Uo = Yo

h
Uj_H:Uj+g(/{31+2]€2+2/{33+]€4), j:O,...,N—l

mit &y = f(t;,u )
ko = f(t; +h/2,u; + (h/2) k)
ks = f(t; +h/2,u; + (h/2) ks)
ky = f(tj11,u; + hks)

6.1.3 Konvergenz und Konsistenz

Wir wollen nun die vorgestellten Verfahren auf ihre pragitis Brauchbarkeit und Genau-
igkeit hin untersuchen. Die Verfahren lassen sich in dgeatieinen Form

Uo = Yo
(67) Uj+1 :uj+h<z5(tj,h;uj,uj+1), jIO,...,N—l,
schreiben,
Definition 6.1.2 Die Funktiong(t, h; u, v) in (6.7) hei3tVerfahrensfunktionHangt¢ nicht
vonv ab, dann heil3t das Verfahrexplizit, sonstimplizit.
Die GrolRe

P(1h) = 3 (y(t+ 1) = y(t) = ot Bsy(e),ylt +R))), B> 0, ¢ € fa,b— ]

= 1/hx Defekt bei Einsetzen debkung in das Verfahren

hei’t derlokale Abbruchfehleinder Konsistenzfehledes Verfahreng6.7) fur (AWP) an
der Stellef.
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Definition 6.1.3 Das Verfahrer(6.7)heif3t zu (AWP) konsistent von der Ordnundglls es
KonstanterC' > 0 undh > 0 gibt mit

|7(t,h)|| < Ch? furalle0 < h < hund allet € [a,b— h).
Das Verfahrer(6.7) heil3tstabil falls eine Konstanté™ > 0 existiert mit
lo(t, h;u,v) — @(t, hya,0)|| < K (Jlu—al + |lv—20|]) furallet € [a,b] u,v,a,v € R",

Das Verfahrer(6.7) heil3tkonvergent von der Ordnung falls mit Konstanted/ > 0, H >
0 gilt

le;ll = lly(t;) — uy|| < MAP, furj=0,...,Nundalleh = %2 < H.
Besipiel: Explizites Euler-Verfahren Das Euler-Verfahren hat Konsistenzordnung

Nachweis: Seif € C'([a,b] x R™;R") undy Losung vony’ = f(t,y). Dann isty’ &
C'([a,b];R™), alsoy € C?([a,b]; R™) und Taylorentwicklung liefert komponentenweise
mit einem¢; € [0, 1]

(t+h) = y(O)+y (O3 (o (-6 ) izl = 90+ £y (Ot 5 (0 (il

Also ergibt sich

Ir(e. 1)1 = 0+ 1) = 900 = e o) | = 00+ sl
1 !
< §||(SS€1[ZPb] |5i (8)])1<i<nl|h-

Damit hat das Euler-Verfahren Konsistenzordnuing?

Verfahren | Konsistenzordnung
Expl. Euler 1
Impl. Euler 1
Heun 2
Mod. Euler 2
RK4 4

6.1.4 Ein Konvergenzsatz

Wir beweisen nun einen grundlegenden Konvergenzsadplizite Einschrittverfahren.
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Satz 6.1.4 Seiy € C*([a, b]; R™) Losung von (AWP). Das Verfahré® 7) sei konsistent von
der Ordnungp und stabil. Dann ist das Verfahren konvergent von der OrdnurGenauer
gibt esH > 0, so dassiir den globalen Diskretisierungsfehler gilt

64K|tjfa| -1
lejll = [ly(t;) —wll < — ¢ 2Ch" furj=0,...,Nundalleh = b < .
Beweis (fur Interessierte) Setze

v =y(t;), e=vy;—u;, j=0,...,N.

Dann giltfurj = 0,..., N — 1 nach Definition des Verfahrens (6.7) und des lokalen Dis-
kretisierungsfehlers

Wip1 = u; + ho(ty, hus, ujp),
Yj+1 = Y; + ho(ty, hi vy, yje1) + hr(ty, h).
Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung ergibt
€j+1 = €5+ h(d(ts, h; yj, yjn) — G(t5, hi wy, ujn)) + hr(ts, h).

Seinund < h = (b—a)/N < h. Wegent; € [a,b — h] liefert die Konsistenzbedingung
|I7(t;, h)|| < Ch?. Zusammen mit der Stabiit des Verfahrens erhalten wir daher mit der
Dreiecksungleichung

lejll < (14 hE)le;|| + hK|lejall + hCH

Wahle nun0 < H < h so klein, dass gili K < 1/2. Dann ergibt sichiir alle0 < h =
(b—a)/N <H

1+hK
1—-hK
Das nachfolgende Lemma liefert nun weggn= 0

lesall < lesll + h2CH < (14 BAK) ;]| + h2Ch?

edKltjr1—al _

1
2ChP.
4K ¢

lejpall <
Damit ist der Satz bewieser]

Wir bendtigen zur Vervollsindigung des Beweises noch das folgedidkrete Gronwall-
Lemmazur Absclatzung der Fehlerakkumulation.

Lemma 6.1.5 Fur ZahlenL > 0, a; > 0, h; > 0 undb > 0 sei
aj+1§(1+hjL)aj+hjb, j:(],l,,n—l
Dann gilt

eLtj _ 1 ]71
a; < i b+ BLtjao mit tj = Zhl
=0
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Beweis (filr Interessierte) & j = 0 ist die Behauptung klar. Der Induktionsschritt
j — j + 1 ergibt sich aus

eLtj _ 1 Ltv
Aj+1 S <1+]'LJL) b+6 Tay —f—h]b
<ehil
L(tj+hj;) _ 1—h.L
< (e ith; . j +hj) b+ eHtth) g

Lt;
ettitt — 1] )
= — b+ eLtJ“ao

L

6.1.5 Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Verfahren hoher Konsistenzordnung kann man durch eindlyeraeinerung des Ansatzes
beim RK4-Verfahren gewinnen:

r-stufiges explizite Runge-Kutta-Verfahren:

Hier wahlt man die Verfahrensfunktion

i—1

=1

(6.8) .
ot hiw) = Biki.

Hierbei heil3tk; = k;(t,u, h) die i-te Stufe Zur kompakten Beschreibung von expliziten
Runge-Kutta-Verfahren notiert man die Koeffizienten in einEableau, dem sogenannten

Butcher-Schema:

M| 0

Yo | g1 0O
V3 |z az 0

Yr| Cp1 v e ar,rfl 0

Bl ﬁQ e 57”—1 ﬁr

Beispiele fir Butcher-Schemata:

Explizites Euler-Verfahren: Modifiziertes Euler-Verfahr Verfahren von Heun:

00 0] 0
1/2]1/2 0 101 0
0 1 172 1/2

010
1
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Mit diesem Ansatz kann man Verfahren beliebiger Konsistesrzungp erzeugen. Man
muss hierzu die Stufenzahirol3 genug &hlen. Taylorentwicklung des lokalen Abbruch-
fehlers liefert dann Gleichungeiirfdie Koeffizienten.

Durch Taylorentwicklungdf3t sich der folgende Satz beweisen.

Satz 6.1.6Betrachte ein Runge-Kutta Verfahréh7) mit Verfahrensfunktiog6.8) mit

,
v = g a; 1=1,...,7
Jj=1

Es besitzt genau daniirfjede rechte Seit¢ € C?([a, b] x R) die Konsistenzordnung= 1,
falls die Koeffizienten der Gleichung

d Bi=1
=1

geriigen; genau dann die Konsistenzordnyng- 2, falls die Koeffizienten zatzlich der
Gleichung

Z Bivi = 1/2
i=1

geriigen; genau dann die Konsistenzordnyng 3, falls die Koeffizienten zatzlich den
Gleichungen

Z B =1/3
i=1

Z Biaijy; = 1/6

2,j=1
geriigen; genau dann die Konsistenzordnyng 4, falls die Koeffizienten zégzlich den
Gleichungen

Z 51%3 = 1/4
i=1

Z Bivicugyy = 1/8

ij=1

ij=1

Z @'Oéz'jOéjka = 1/24

i,j,k=1
gerigen.

Beweis Siehe zum Beispiel Deuflhard und Bornemann [DB02].
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6.2 Steife Differentialgleichungen

In zahlreichen Anwendungen (z.B. beim Ablauf chemischer Rekan), aber auch bei
Semidiskretisierung partieller Differentialgleichumgedretensteife Systemauf. Obwohl

es sich auch um Anfangswertprobleme handelt, erzwingehesigielen — aber nicht bei
allen — Verfahren inakzeptabel kleine Schrittweiterum eine genauedsung zu erhalten.

Ausgangspunkt ist ein Anfangswertprobleiir £in Systerm gewodhnlicher Differential-
gleichungen:

fty(t), telab]

y'(t)
(AWPN) "

y(a)

mit £ : [a,b] x R" = R", y, € R™.

Der Begriff "steifes System” ist in der Literatur nicht gannigeitlich definiert. Der we-
sentlich Punkt ist, dass digdsung zusammengesetzt ist aus einem langsaamderlichen
Teil (der meist abklingt) und einem Anteil, die im Allgememsehr schnell géanpft wird.

Wir betrachten den Spezialfall, dass (AWPnN) linear ist:

J(t) = Ay(t) +b, t€ la,b]

LAWPN
( ) y(a) = yo
mit einer Matrix4 € R™™ und einem Vektob € R".

Seizudend € R™™ diagonalisierbar mit zugéhigen Eigenwerten; sowie Eigenvektoren
v;. Mit einer partikubiren Losungyp ist dann die allgemeinedsung von der Form

y(t) =yu(t) +ye(t), yu(t)= Z CieMto;.

Istnun R¢);) < Ofuri=1,...,n,soqilt
i g (8) =0,
alle Losungen ahern sich alsgp an. Hierbei klingen die Summandenjp mit Re()\;) <
—1 sehr schnell und Summanden mit(Rg <« —1 deutlich langsamer ab. Gibt es Eigen-

werte mit Ré)\;) < —1 und Eigenwerte mit schwach negativem Realteil, so nennt raan d
Systemsteit

Beispiel: Betrachte zum Beispiel das Problem

, Cy+C
y = Ay, y(U)—yo:—(1 2)

Cy —Cy

AMtAde Ai=Ao
_ 2 2
A= Al=A2 A1t .
2

2

mit Cl, 02 € Rund
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A hat die Eigenwertg, A, mit zugeldrigen Eigenvektore(t) bzw. (). Ist zum Beispiel
A1 = —1und)\;, = —1000, dann lautet die tsung

y(t) = Cl (i) €7t —+ CQ (_11) 6710001}.

Der zweite Term spielt nachikzester Zeit so gut wie keine Rolle mehr. Der erste Term ist
bestimmend und konvergierififi — oo ebenfalls gegef. Von einem geeigneten Integra-
tionsverfahren wird man erwarten, dass es ohne grol3e Eardaimgen an die Schrittweite
Naherungen; liefert mit

lim u; = 0.
j—o0

Betrachten wir jedoch zum Beispiel die Anwendung des explizEuler-Verfahrens, so
ergibt sich mituy = yo = C1 (}) + Ca ()

1 1
uy = (I + hA)ug = C1(1 + hAq) <1> + C3(1 + hAg) <_1)
und nun induktiv
/1 1

Ist Cy # 0, so milssen wir|l + h)y| < 1, also—hX; = 1000k < 2 wahlen, damit gilt
lim;_, u; = 0. Ein geeignetes Verfahren sollte diesglichst tir alle~ > 0 sicherstellen.
O

Das Euler-Verfahren béigt also sehr kleine Schrittweiten, obwohl sich digsung kaum
andert. Man nennt die Differentialgleichung dasteif Die formale Definition ist unein-
heitlich. Folgende Definition ist am weitesten verbreitet.

Definition 6.2.1 Ein Anfangswertproblem (LAWPN) heifteif, wenn A Eigenwerte mit
Re()\;) < —1 und Eigenwerte\; mit schwach negativem Realteil besitzt.

Wir kommen nun zur numerischen Behandlung steifer Diffeadgieichungen.

Um eine einfache Modellgleichundrf steife Differentialgleichungen herzuleiten, betrach-
ten wir zuréchst (LAWPN) mit = 0, also

(6.9) y' = Ay,y(0) = yo.
A sei diagonalisierbar. Dann existiévi € R™"™ mit
MAM™" = diag (A1, ..., \n)
mit den Eigenwerten, ..., A, von A. Setzen wirz = My, dann gilt also

Y= MAy = MAM 'z = diag (\1,...,\)z,  2(0) = Mys.
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Die Komponenten; von z = My erfullen also

(6.10) zi =Nz, 2(0) = (Myo):.

Fur eine steife Differentialgleichung gilt zudem Rg) < 0, wobei einige R€\;) stark,
andere schwach negativ sind.

Beobachtung:Verhalt sich ein numerisches Verfahrair glle Differentialgleichungen (6.10)
gutartig, dann liefert es auchifdas steife System (6.9) gute Ergebnisse.

Um Verfahren {ir steife Differentialgleichungen zu bewerten und zu asialen, betrachtet
man daher nach Dahlquist (1963) die

Modellgleichung

(6.11) v =Xy, y(0)=1, mit AeC, Re\) <0.
Die Losung ist
y(t) = e
und wegen Re\) < 0 gilt
(6.12) tlgcr}o y(t) = 0.

Die Losung &llt also je nach gif3e von|Re(\)| sehr unterschiedlich stark ab. Damit ein
Verfahren gutfir steife Differentialgleichungen geeignet ist, hat simigénde Anforderung
bewahrt:

Forderung: Die numerische gewonneneaNerunggisung von (6.11) soll die Eigenschaf-
ten von der Bsungy(t) = e, also insbesondere (6.12)Pglichst gut widerspiegeln.

Dies motiviert folgende

Definition 6.2.2 (A-stabil (absolut stabil), L-stabil)
Ein Verfahren heif3t

a) absolut stabil (A-stabi])wenn seine Anwendung auf das Modellprobl@&.1) fur
jede Schrittweité, > 0 eine Folge{u; } ;en, produziert mit

|ja] < fu[ V5 =0.
b) L-stabil, wenn es A-stabil ist und zudem gilt

lim u; = 0.
Jj—00
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Bei vielen Einschrittverfahren gilt bei Anwendung auf dasdditproblem (6.11) die Be-
Ziehung
ujy1 = R(q)u; mitqg = Ah

und einer Funktiol? : D — C,0 € D c C.

Beispiel: Wendet man das explizite Euler-Verfahren auf das Moddilierm (6.11) an, dann
erhalt man
Ujy1 = Uy + hAU] = (1 + )\h)uj = (1 + q)Uj,

also ist fir das explizite Euler-VerfahreR(q) = 1 + ¢. O
Definition 6.2.3 Man nenntR die Stabilitatsfunktiondes Einschrittverfahrens. Die Menge
S={qeC: [R(q)| <1}.

hei3tStabilitatsgebietles Einschrittverfahrens.

Offensichtlich gilt
A-stabil <= |R(¢)|<1 VqeC, Req) <0.

L-stabil <= |R(q)]<1 VqeC, Req) <0 <= SD{qeC: Req) <0}.

6.2.1 Stabilititsgebiete einiger Verfahren
Explizites Euler-Verfahren
Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens auf das Modelijem (6.11) ergibt
Ujr1 = uj + hAu; = (1 + Ah)u;,
die Stabiliatsfunktion ist daheR(q) = 1 + ¢. Das Stabiliatsgebiet ist also
S={qeC:|1+4q| <1}.
Bemerkung: Man kann leicht zeigen, dass alle expliziten Runge-KuttegaVeen nicht A-

stabil sind!

Implizites Euler-Verfahren

Das implizite Euler-Verfahren liefertif das Modellproblem (6.11)

Uj+1 = Uj + h)\Uj+1



S. Ulbrich: Mathematik IV @ir Elektrotechnik, Mathematik Illifr Informatik 60

und somit .

AL V)
Dies ergibt die Stabil&tsfunktionR(q) = ﬁ q # 1, und das Stabilétsgebiet

Uj.

S={¢qeC:|1—¢q|>1}D>{¢geC : Relq) <0}.

Das implizite Euler-Verfahren ist also A-stabil, sogarthtsl!

Implizite Trapezregel
Die Verfahrensgleichung lautet

yn = g+ 5 (F(s) + Fluge).

Wir erhalten fir das Modellproblem (6.11)
Uit = U+ AU+ u)

und somit
1+ \h/2

Ujp1 = m“y"

Daher gilt R(q) = {432, ¢ # 2, und das Stabilittsgebiet ist

S={qeC: [1+q/2[<|1—-q/2[} ={q€C : Re(q) <0}.

Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Besonders gut geeignéirfsteife Differentialgleichungen sind implizite Rungett@iVerfahren.

Implizite Runge-Kutta-Verfahren eétt man durch Butcher-Schemata, bei denen die Koef-
fizienteno;; keinestrikte untere Dreiecksmatrix bilden. Die Verfahrensgiteing ist gege-
ben durch

ki:f<t+%h,u+hz&ilkl>, iZl,...,?”,

=1

(6.13) ;
St hiu) = Biks.
=1

(beachte die Summation bisanstellei — 1). Ein implizites Runge-Kutta-Verfahren ist
ein explizites Einschrittverfahren, lediglich die Stufersind als losung eines nichtlinea-
ren Gleichungssystems gegeben. Man kann nun die Koefiien}, 3;, v; tatsachlich so
wahlen, dass ein L-stabiles Verfahren der Ordnprg2r ensteht.



Kapitel 7

Verfahren zur Eigenwert- und
Eigenvektorberechnung

7.1 Eigenwertprobleme

In vielen technischen und physikalischen Problemen, eavddr Untersuchung des Schwin-
gungsverhaltens von mechanischen oder elektrischenrBgstast es von Bedeutung, die
Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matdxe C™" zu bestimmen.

Aber auch bei der PageRank-Bestimmung der Suchmaschinesg@eglien grol3e Eigen-
wertprobleme géist.

Beispiel: Grundschwingungen und Resonanzfrequenzen schmgender Strukturen

Wir betrachten eine mechansiche Struktur (z.B. KarossBrigcke, Gekude) und inter-
essieren uns daf, auf welchen Frequenzen sie schwingen kann und wie diehaugen
Schwingungen ausseheiii(elektrische Schaltkreise ist die Situatémlich). Dies Frage-
stellung ist z.B. bei der Schwingungs- undrinbelampfung sowie bei der Auslegung von
Bauwerken, Flugzeugen, etc. von gro3er Relevanz.

Sei jeweilsy;(t) € R? die Verschiebung der Struktur am Punkte R? zur Zeitt, 1 <
i < n. Im Falle einer ungea@mpften Schwingung, die durch eine Kréftt) angeregt wird
erfullt y(¢) = (vi(t))1<i<» das Anfangswertproblem

My"(t) = —Ay(t) + ft), y(0) =y, y/(0)=y".

mit der invertierbaren Massenmati € R*“3" und der Steifigkeitsmatrixi € R3%3",
Die Losung ist die Summe aus eingddung der inhomogenen Gleichung und einer geeig-
neten LOsung der homogenen Gleichung

My'(t) = —Ay(t),

61
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die aquivalent ist zu
y'(t) = —M~ Ay(t).

Man kann zeigen, das8 := M~ A diagonalisierbar ist mit rellen Eigenwertén< \; <
A2 < ... < Az, Und zugebrigen Eigenvektoren,, . .., vs,. Nun ist jede der Funktionen

$i(t) == (a; sin(v/Ait) + b; cos(v/Ait) v

eine Losung der homogenen Gleichung, denn weGBen= \;v; gilt

¢; (t) = _\/—i (a; sin(v/Ait) + by cos(v/Ait))v; = =N (t) = —By(t).

Damit sindg;(¢) die Grundschwingungen der Struktur, die i-te Grundschugghat also
Frequenz/)\;/(2r) und die zugetrige Verformung der Struktur wird durch den Eigenvek-
tor v; gegebent

Beispiel: PageRank-Algorithmus von google

BetrachteN Webseiten. Webseiteenthaltek; Links auf andere Seiten. Die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Nutzer von Seit@ach Seitg geht, wird modelliert als

—

et I‘Ta, falls Seite:; einen Link auf Seitg enthalt,
P = -2 falls Seitei keinen Link auf Seitg enthalt.
Hierbei wird in der Regek = 0,85 gewahlt. Sei nunP = (p;;)1<i j<n. Als Gewichte der
Seiten bestimmt man nun einen Vektorc R”, die sogenannte statiare Verteilung, so
dass gilt

N
m=PTr, Zwizl, m; > 0.

Anschauliche Erldrung: Istr; der Anteil der Internetnutzer, die sich im Mittel auf Seite
i aufhalten, dann bleibt nach dettbergangsverhalten géR den Wahrscheinlichkeiten
pi; dieser Anteil unveindert. Also gibtr; den Anteil der Internetnutzer an, die sich nach
Einstellen eines Gleichgewichtszustandes im Mittel auteSéefinden. O

7.1.1 Grundlagen

Definition 7.1.1 Eine Zahl\ € C hei3tEigenwerteiner Matrix A € C™", wenn es einen
Vektorz € C", x # 0 gibt mit
Axr = Ax.

Jeder solche Vektar € C™ heil3t(Rechts-)Eigenvektaum Eigenwerh. Die Menges(A)
aller Eigenwerte vom heil3tSpektrumvon A. O
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Der Unterraum
Eigy(\) :={z e C": (A= X))z =0}

ist derEigenraunvon A zum Eigenwerf\. Seine Dimension
v(A) := dim Eig,(\) = n — Rand A — A\I)

ist die geometrische Vielfachherbn A und gibt die Maximalzahl linear unabhgiger Ei-
genvektoren zu an.

Offensichtlich isthA genau dann Eigenwert vof, wenn gilt
X(A) :=det(A—AI) =0,

also wenn\ Nullstelle descharakteristischen Polynomg ) von A ist. x ist ein Polynom
n-ten Grades und hat die Form

X() = (=1)"" + (=1 = 1spuf A) + -+« + det(A).

Sind \q, ..., )\, die verschiedenen Nullstellen von(d.h. die verschiedenen Eigenwerte
von A) mit Vielfachheitenv;, i = 1, ..., k, so giltv; + ... + v, = n undy hat die Linear-
faktorzerlegung

xX(p) = (=1 = A)™ - (= Ae)™
Man nenntv()\;) = v; die algebraische Vielfachheiton );. Es ist nicht schwer zu zeigen,
dass immer gilt
(X)) < v(N).

Wir fassen einige grundlegende Eigenschaften von Eigaaweind Eigenvektoren zusam-
men:

Proposition 7.1.2 SeiA € C™" ein beliebig. Dann gilt:

a) Ist \ Eigenwert vord, so istA Eigenwert vorA” und ) Eigenwert vorA .= AT,

b) Fur jede nichtsingudre Matrix T € C™" hat die zuA ahnliche MatrixB := T-* AT
dasselbe charakteristische Polynom und dieselben Eigeewes A. Ist x Eigenvek-
tor von A, so isty := T~ 'x Eigenvektor vorB.

c) Ist A hermiteschalsoA” = A mit A" .= AT, dann hatA lauter reelle Eigenwerte.
Ist A unitar, alsoA# = A~1, so gilt|\| = 1 fur jeden Eigenwerh.

Eine MatrixA € C™" heil3tdiagonalisierbar wenn sien linear unabhngige Eigenvektoren
x1,...,x, besitzt. Die zugebrige MatrixT' := (z1, ..., x,) ist dann invertierbar und mit
den Eigenwerten,; zu x; gilt

T7'AT = diag (M1, ..., \n) =: D.
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Tatsachlich haben wir
AT = ()\1.131, ey /\nxn) =TD.

Eine wichtige Rolle spielehermitescheMatrizen A € C*", d.h. A” = A, und mithin
reelle symmetrischiglatrizen. Man kann recht einfach zeigen, dass eine herohigslatrix
A € C™" immerdiagonalisierbarist mit einerunitarenMatrix 7' = U, also

U'AU =D, U =U"%
Ist A = AT reell, dann kanii/ € R™" orthogonal gewnhlt werden, also
UlAuU =D, U'=U""L

Die wichtigsten Verfahren zur Berechnung von Eigenwerteth ligenvektoren einer Ma-
trix A nehmen zuachst eine Reihe voAAhnlichkeitstransformationen

AQ = A AED . T AW =01, ..

vor, um A in eine Matrix einfacherer Gestalt zu transformieren, dé&tgenwerte und Ei-
genvektoren leichter zu bestimmen sind.

7.1.2 Grundkonzepte numerischer Verfahren

Die im folgenden besprochenen numerischen Verfahren zwedBaung von Eigenwerten
und Eigenvektoren lassen sich in zwei Klassen einordnemeiie beruht auf der Vektori-
teration, die andere auf der Anwendung viadmlichkeitstransformationen.

Vektoriteration

Bei der ersten Klasse von Verfahren handelt es sich um Vé&tationen, die allgemein

von der Form sind i
(k+1) _ Bz®)

- [[B2®”
mit einem Startvektor(?), einer Iterationsmatrix3 und einer Vektornornj - ||.

k=0,1,...

Ahnlichkeitstransformation auf einfachere Gestalt

Nach Proposition 7.1.2 bleiben die Eigenwerte einer Matrbei einerAhnlichkeitstrans-
formationB = T~' AT unveiandert und aus einem Eigenvekiovon B erhalt man durch
x = Ty einen Eigenvektor der Ausgangsmatrix

Es liegt daher nahe{ durchAhnlichkeitstransformationen

(7.1) AQ = A 5 AW o ARED — AR T,
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in eine einfachere Form Ziberfihren, fir die die Bestimmung von Eigenwerten und Eigen-
vektoren einfacher ist. Wir betrachten hier nur das QR-Vedn, das eines der schnellsten
Verfahren zur bsung von Eigenwertproblemen darstellt.

QR-Verfahren: Beim QR-Verfahren wird durch Anwendung unier Matrizeril; erreicht,
dass die Elemente vaa®) im strikten unteren Dreieck gegen null konvergieren. Dia-Di
gonaleintage vonA®) konvergieren wiederum gegen die Eigenwerte vion

7.1.3 Sbrungstheorie fur Eigenwertprobleme

Bei oberen oder unteren Dreiecksmatrizen sind die Eigeewachts anderes als die Dia-
gonalelemente. Wir haben bereits angedeutet, dass das G@wéa durchAhnlichkeit-
stransformationen den AulRerdiagonalteil bzw. das stuktere Dreieck reduzieren. &t
rungsresultatetir Eigenwerte liefern unter anderem Schranken, wie gut dagdhalele-
mente mit den Eigenwertdibereinstimmen.

Wir haben das folgende fundamentale Resultat.

Satz 7.1.3Bezeichnep;(A),i = 1,...,n, die angeordneten Eigenwerte einer Matrixc
C™™ (zum Beispiel aufsteigend nach Realteil und bei gleicheait&leaufsteigend nach
Imagirarteil), dann sind die Abbildungen

AeC" = N(A), i=1,...,n

stetig. Eigenwertedngen also stetig von der Matrix ab.

Beweis Siehe zum Beispiel Werner [We92[J

Ein wichtiges EinschlieBungskriteriuniif Eigenwerte erélt man durch digGershgorin-
Kreise

Satz 7.1.4Es seid = (a;;) € C™" beliebig.

a) Esqilt

mit denGershgorin-Kreisen

KZ'Z:{[LECZ|ILL—CL”'|§Z|CLU|}, 221,,7’L
j=1

i
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b) Ist die Vereinigundg=; von k Gershgorin-Kreisen disjunkt von der Vereinigu6g
der restlichem — k Gershgorin-Kreise, dann erdlt G; genauk Eigenwerte und-s
genaun — k Eigenwerte vor.

Das folgende Resultat giltif diagonalisierbare Matrizen:

Satz 7.1.5(Bauer/Fike)
Es seid € C™" diagonalisierbar, also
T 'AT = diag (M1, ..., \n) =: D.
Dann gilt fur jede MatrixAA € C™"
VueolA+AA): rrllinn|,u—)\i| < cond(T)||AA,.

i=1,...,

Hierbei ist|| - ||, die von der euklidischen Norm induzierte Matrix-Norm wac;(7") :=
| T||,IT~||, die zugebrige Kondition vori".

Bemerkung: Ist A hermitesch, so kanfi unitar gewahlt werden und es gilt copdl") = 1.

7.2 Die Vektoriteration

7.2.1 Definition und Eigenschaften der Vektoriteration
Definition 7.2.1 Fur eine Matrix B € C™" ist die zugelrige Vektoriteration gegeben

durch

1
7.2 kD) =~ BK  L=01....

mit einem Startvektor® € C™ \ {0}.
Bei geeigneter Wahl voi ergeben sich hierausaiierungen® fur einen Eigenvektor zu

einem Eigenwerd. Eine Eigenwertaherung fir A erhalten wir dann durch delRayleigh-
guotienten

(K)VH 3 (k)
(k) _ (="M)" Bz
R(=%, B) = (Y@
Wir untersuchen die grundlegenden Eigenschatfiieriine diagonalisierbare Matri¥ mit
Eigenwerten\,, ..., \,. Wir sagen, dass ein Vektar € C" einen Anteil inEig,(\;) hat,

falls in der eindeutigen Darstellung
r=u+v, u€Eigy\), ve P Eigg())
AjFEN

gilt w # 0. u ist der Anteil vonz in Eigg(\;).
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Satz 7.2.2Es seiB € C™™ diagonalisierbar mit Eigenwerten,, ..., \,,
AM=...=Xy N> >0 > A

mitr < n. Falls der Startvektor© einen Anteil in Eig,()\;) besitzt, gilt @ir die Vektorite-
ration (7.2)

R(Z(k)>B) = ((2(13)1{ * A1+ O(qk) furk — oo, ¢= | ’)\:’ﬂ < 1.
Zudem gilt
N
0 = 2L 214 O(g"), k> 1.
M e T O R 2

mit einer beliebigen Vektornori: ||, wobeiz, den Anteil vort(?) in Eig,(\;) bezeichnet.

Beweis Wir kbénnen genausogut die nicht normierte Folge') = Bz®), 20 = ,(0
betrachten. Es gilt dand®) = () /||z%)||, k > 1.

Es gibt eine Darstellung der Forst®) = z; + 3
Einsetzen irg®*+) = Bz*) ergibt

n n k
(7.3) 20 = B0 = Nz + 3 Mgy = M (ml + ) (%) xj> . k>0
1

J:r-‘,—l ]:T+1

Z; mit T; € EIgB<)\])’ 1 7é 0.

n
j=r+1

Dies liefert
20 = X (z1 + O(q"))

und somit
(Z0NH pzk) — (30 H (k1) = XEARL (4 O(¢F N (21 + O(gY))
= M| A (a1l + O(d"))
(F)HE® = MM (21 + O(¢") " (21 + O(¢") = [\ (|2 ]l; + O(¢")).
Wir erhalten

l21]l5 + O(d*)

R(z® B)=R(:® B) =\ =\ + O(g").
B S RER D =M oy M O
Analog haben wir

k) — Z®) )‘lf(xl + O(qk)) >‘Ilg ! + O(qk)

CE®T T alEldl +O@%) IR
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Bemerkung: Selbst wenn(¥) keinen Anteil in Eig,()\;) hat, was bei "geiagend allgemei-
ner” Wahl vomz(© unwahrscheinlich ist, so stellt sich in der Praxis diesa&ion durch
den Einflul3 von Rundungsfehlern ein.

Im Falle hermitescher Matrizen éthman lineare Konvergenzratédes Rayleigh-Quotienten
gegen),.

Satz 7.2.3SeiB € C™" hermitesch. Dann gilt unter den Voraussetzungen von S2i2 7.
fir den Rayleigh-Quotienten die Konvergenzaussage

(ENH B (k)
k _ (z")" Bz
R(z( )’B) = —(Z(k))Hz(k)

|>‘7'+1’

< 1.
| A1l

=\ +0(¢*) furk — comit ¢=

7.2.2 Die Vektoriterationen nach v. Mises und Wielandt

Sei A € C™™ gegeben. Unterschiedliche Varianten der Vektoriteragiotstehen durch die
Wabhl der Iterationsmatrix.

Einfache Vektoriteration nach von Mises

Die einfache Vektoriteration edéit man durch die naheliegende Wahlk= A. Die Konver-
genzeigenschafterbknen dann unmittelbar Satz 7.2.2 bzw. 7.2.3 entnommenenerd

Inverse Vektoriteration von Wielandt

Offensichtliche Nachteile der Vektoriteration sind diagaame Konvergenz bei schlechter
Trennung der Eigenwerte und die Einsikung auf die Bestimmung des betragfig
gro3ten Eigenwerts. Dies kann durch die inverse Vektorimmaton Wielandt vermieden
werden. Man braucht hierzu eine gutéiérung: eines Eigenwerts;, so dass

Dann hat @ir  # \; die Matrix B = (A — uI)~! die Eigenwerte

1
=

Hi
wobei || > |w;| for alle 4; # p;. Ferner istz; genau dann Eigenvektor vali zum
Eigenwerty;, wennz; Eigenvektor vond zum Eigenwert); ist.

Die zugeldrige inverse Iteration von Wielandt lautet dann
(k+1)

|20+

N>

2D = mit 2*HD = (4 — p1)712W),



S. Ulbrich: Mathematik IV @ir Elektrotechnik, Mathematik Illifr Informatik 69

In der Praxis bestimmt man nichtl — ;.7)~!, sondern implementiert die Iteration in der
Form

" 5(k+1) (k) (k+1) gD
Lose (A — pul)z =z und setze z = ECIE
Die inverse Iteration von Wielandt hat dann im Falle
s —
= max M <1
L<isn AN [N — pf
nach Satz 7.2.2 die Konvergenzeigenschaften
(k)\H 2(k+1) 1
_ z z
RE®, (A — 1y = &) Lol

ERIEECIP Yy

No—ulf oz
v A
wobei z; den Anteil vonz(% in Eig,(};) = Eig 4 _,;-1(1/(A; — 1)) bezeichnet. Isti
zudem hermitesch, so éift der Rayleigh-Quotient nach Satz 7.2.3
(Z(k))Hﬁ(kJrl) 1
ENEZR X —p

R(zW, (A~ pl)™") = +0(¢™).

7.3 Das QR-Verfahren

Das im folgenden beschriebene QR-Verfahren von Francistulid Basis sehr leistungsfi-
ger Verfahren zur Eigenwert- und Eigenvektorberechnungsg&hend von einer Matrix
A® = A e C™ fuhrt man beim QR-Verfahren ugite Ahnlichkeitstransformationen fol-
gender Form durch:

Algorithmus 6 QR-Verfahren
SeiA € C™" eine gegebene Matrix.
0. Setzed®W := A,
1. Fiurl =1,2,...: Berechne
AW = Q,R;, @, € C™unitar, R, € C™" obere Dreiecksmatrix

7.4
( ) A(H_l) = RlQl'

In jedem Schritt ist also die Berechnung einer QR-Zerlegung
AY = QR;, R, € C™" obere Dreiecksmatrix Q; € C*" unitar, alsoQ/ = Q;*

erforderlich. Eine solche Zerlegung kann mit Hilfe des Hehader-Verfahrens berechnet
werden, das wiriir Interessierte am Ende dieses Kapitels kurz beschreiben.
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7.3.1 Grundlegende Eigenschaften des QR-Verfahrens

Wir beginnen mit der offensichtlichen Feststellung, d&s$)(tatéchlich eine Folge urdr
ahnlicher Matrizerd®) erzeugt.

Lemma 7.3.1 Es seien), und R; von Algorithmus 6 erzeugt. Dann gilt mit den Bezeich-
nungen; ;== Q1Qz -+ Qi Ry.1 == RiR_1 -+ Ry

A = Q1 ADQ, = Q7 LAQ ., 1=1,2,....

Beweis Wegen (7.4) ist?; = Q; ' A® und daher
A = RiQ; = Q' AV Q..
Induktiv ergibt sich
AUD) — Qlfl e Q;1A(1)Q1 Q= Qi.l.zAQl...l-

7.3.2 Konvergenz des QR-Verfahrens

Wir geben zuachst ein Resultatif Matrizen mit betragséfiig getrennten Eigenwerten an.
Unter gewissen Voraussetzungen konvergiert dann die vonvé&fhren generierte Folge
A® nach uniérer Diagonalskalierung der Forsii ! A() S, gegen eine obere Dreiecksmatrix
U, wobei die Konvergenzgeschwindigkeit von der TrennungRksrage der Eigenwerte
abhangt.

Satz 7.3.2Die Matrix A € C™" sei reguéir mit betragsmfig getrennten Eigenwerten
ALy eeey Ay

A1) > A2 > ... > |\l
Weiter seieny, . . . , v, zugeldrige Eigenvektoren und die Inverse der Maffix= (vy, ..., v,)
besitze ohne Zeilenvertauschung eln@-Faktorisierung. Dann giltiir das in Algorithmus
6 angegeben& R-Verfahren

AW = SUS + O(¢™) furl — oo, gq:= ~ max

mit einer oberen Dreiecksmatrix
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und unitiren Phasenmatrize, = diag (o\”,...,0{"), [o\”| = 1. Insbesondere gilt mit

den Diagonaleintagena!’, ..., a'l), von A®

lal) — N = O(¢"Y).

i

Beweis Siehe zum Beispiel Plato [PIO0]Z
Bemerkungen:

¢ Die zugeldrigen Eigenvektoren kann man zum Beispiel durch Inverséovie&ration
berechnen, wobei man jeweils die DiagonalelementeA/drals Shiftsy verwendet.

e Hat 7! lediglich eineL R-Faktorisierung mit Zeilenvertauschungen, dann konver-
giert das@) R-Verfahren nach wie vor, die Eigenwerte erscheinen in deigbmale
der GrenzmatriX/ jedoch unter Umginden in anderer Reihenfolge.

¢ Sind nicht alle Eigenwerte betragafiig getrennt, also etwa
A1l > o> A = A > > A,

was zum Beispiel eintritt, wenn eine reelle Matdxonjugiert komplexe Eigenwerte
hat, dann konvergiet; ' A).S; mit Phasenmatrizefi, aulRerhalb des mit markier-
ten Bereichs gegen eine Matrix der Form

AL e x X X %

A1 XX %

X X *

X X *

A’r‘—i—2
A
o NORMON .
Die Eigenwerte des Blockis ,, " ";;"* ) konvergieren gegei, und\,;.
a

r+l,r Yrdlrtl

¢ Die Konvergenz de§ R-Verfahrens ist sehr langsam, wenn die Trennung der Eigen-
werte schlecht ist. Die Konvergenz der letzten Zeile ggden ., 0, \,,) kann durch
Shift-Techniken entscheidend verbessert werden, auf die wir atmeéingehen.

7.3.3 Shift-Techniken

Eine genauere Analyse zeigt, dass die letzte ZeileA/6rdie Form hat O (|, /A ._1|" 1), aﬁf%).
Ist also |\,| < |\.-1], dann konvergiert'”.. 1 < j < n sehr schnell gegef und

n7j
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o) sehr schnell gegen,,. Nach genauer Bestimmung vory kann man dann mit dem
(n — 1) x (n — 1)-Block von A®) zur Bestimmung von,,_; fortfahren.

Um die Trennung von,, und\,,_; zu verbessern, wendet man dag&-Verfahren in jedem
Schritt aufA®Y — 4,1 an mity; ~ A, und Korrigiert den Shift anschlieBend. Anstelle von
(7.4) berechnet man also mit ein&hifty; ~ A\,

AW — I = QR,, @, € C»"unitar, R, € C*" obere Dreiecksmatrix
Al = RQ + !

Man piiift leicht nach, dass wieder git*+!) = Q; ' ADQ,.

Verbreitete Shift-Strategie: Eine effizente Shift-Strategie etth man, wenn man; als
a<l) a(l) . . . . .
denjenigen Eigenwert vo('u iy ian ”*1’”) wabhlt, der am Achsten bem,(f,)n liegt. Im Zwei-

O]
nn—1 @nn

felsfall wahle den mit positivem Imagamteil.

Das QR-Verfahren mit Shift liefert recht schnell eine Mati%X', deren letzte Zeile auf hohe
Genauigkeit mi{0, .. ., 0, \,,) Ubereinstimmt. Man wendet nun das QR-Verfahren mit Shift
auf den oberen linketn — 1) x (n — 1)-Block von A®) zur Bestimmung von,,_; an und

so fort.

Bemerkung: Das QR-Verfahren mit Shift gilt zur Zeit als eines der bestenationsver-
fahren zur losung des vollsindigen Eigenwertproblems.

Berechnung der Eigenvektoren:Die Eigenvektoren kann man nun zum Beispiel wieder
durch Inverse Vektoriteration bestimmen, wobei man al$tShi die vom QR-Verfahren
berechneten Eigenwerte verwendet.

7.3.4 Berechnung einer QR-Zerlegung (Ergnzung fur Interessierte)

Wir geben zum Abschluss ein numerisches Verfahren an zucBeuag einer
QR-Zerlegung:

Fur B € C™" bestimme eine urére Matrix@Q € C™" und eine obere Dreiecksmatrix
R € C™" mit

(7.5) B =QR.

Householder-Verfahren zur Berechnung einer QR-Zerlegung:

Beim Householder-Verfahren berechnet man (7.5) a1 Schritten:
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Initialisierung:
*
BO .=B=1| po0
*
Schritt 0: Bestimme eine ungtre MatrixT;, (siehe (7.7), (7.8)) mit
po == | T 2] 0
N :o oY B
0f%| * - 0

Schritt 1: Bestimme eine ungtre MatrixT; (siehe (7.7), (7.8)) mit

0 +lv - B | By

B® .=7yBO =1 0 0]*| *x - | = 00 ,
S ) By
0 0] =*| = 00

Schritt k, k = 2,...,n — 2: Bestimme eine urdtre Matrix7}, (siehe (7.7), (7.8)) mit

* * | x
E kE+1
0 * | %
(k+1) . (k) _
(7.6) B =T.B 0 0 *‘
: n—(k+1)
0 0] * ‘
B£k+1) B§k+1)
~10 0
. k+1
pk+1) Bé +1)

Ergebnis: R := B" Y, Q := (T}, o-...- To)) =T . ... . TH,,.

Rechtfertigung des Verfahrens:

Dann gilt tat&chlich

R = B™Y = obere Dreiecksmatrix Q =T.7-....TH, unitar als Produkt unérer Matrizen
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und
R=B"Y=1 ,.....TyB=Q"B, also QR=B.
N—————

=QH

Berechnung der TransformationenTy:

Es bleibt, die Berechnung vdh, anzugeben. Beim Householder-Verfahredhit man je-
weils T}, von der Form

In| O
7.7 _
(7.7) T, (0 Hk)
mit
I, = Einheitsmatrix inR**,

und H,, € R**n~* alsHouseholder Transformation der Form

(7.8)
H (k) (k) (1) 1 talsh? =0,
Hy=1- wpwy ,  wi = 0" 4+ o|b , O = (k)
" whwy, ©F " 1Bl . g ‘Z}—k)‘ sonst
1
Man kann zeigen, dass mit dieser Wahl gilt
wel|®1l,
H,, unitar und hermitesch  H,b*) = 0 , Wk €C, wi| = 1.

Man sieht leicht, dass dann tathlich jeweilsB*+" die Form (7.6) hat.



Statistik

Statistische Methoden werden in allen empirischen Wisseiten verwendet. In der "Be-
schreibenden Statistik” geht es Aamst darum, Beobachtungsdatésersichtlich darzu-
stellen und durch Berechnung von Kendigen (Mittelwerte, Streuungen) zu charakterisie-
ren.

Da jedoch Beobachtungsdaten in der Regel zufallsbehaftet(zufallige Mel3fehler bei
Experimenten, Mglichkeit unterschiedlicher Ergebnisse), besteht dagkdrigon Fehl-
schiissen. Die sogenannte "SchlieRende Statistik” stellt dstethoden bereit, bei denen
diese Fehlerrisiken abgesitht werden knnen. Die Absctzung dieser Risiken beruht auf
mathematischen Modelleiirf zufallsablngige Vorgnge, die in der "Wahrscheinlichkeits-
theorie” behandelt werden.

Dieser Teil des Skripts basiert in Teilen auf dem Buch v. Femstein, Lehn, Schellhaas,
WegmannArbeitsbuchir Ingenieure || Teubner Verlag, 2006, das als vertiefende Litera-
tur empfohlen wird.

75



Kapitel 8

Grundbegriffe der Statistik und
Wahrscheinlichkeitstheorie

8.1 Messreihen

Im Folgenden werden zwei Typen viMerkmalenbetrachtet:

e quantitativ-diskretez.B. Alter in Jahren, Geschosszahl eines &gles,...
Die Merkmalausp&gungersind dann ganze Zahlen.

e Quantitativ-stetigez.B. Gelaudelbhe, Temperatur,...
Die Merkmalauspagungersind dann reelle Zahlen.

Am Beginn einer statistischen Untersuchung steht immer éierfache Beobachtung eines
Merkmals. Das Beobachtungsergebnis ist dann Elessreihevon n Zahlen

T1,L2y...,Tp.

Definition 8.1.1 Seixy, z», ..., x, eine Messreihe. Ordnet man die Werte der Messreihe
der GroRe nach, so ensteht die zugebe geordnete Messreihe

L), T(2)y+ -+ T(n)-
Sie besteht aus den gleichen Zahlen, aber so umgeordnsyittag ) < zz) < ... < 2.
Die empirische Verteilungsfunktioginer Messreihe, x,, . . ., z,, ist die Funktion

_ Zahlderz; mitz; <z  max{i : zy < z}
n n '

F(zyxy, 29, ..., 2y)

Wahlt manr — 1 Zahlena; < ay < ... < a,_1, SO entsteht die Unterteilung vain r
Klassen
R =] — 00, a1]U]ay, az] U - - - Ula, 2, a,—1]U]a,_1, 00l.

76
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Mit der Abkirzung F'(z) = F(z;z1,x9,...,x,) ergeben sich dann dielativen Klas-
senlaufigkeiterfurr dieser Klassen zu
F(ay), F(a) — F(ay),...,F(a,—1) — F(a,—2),1 — F(a,_1).
Wahlt man noch zwei z@gzliche Zahlen
ap < min{ar,xy}, @, > max{a,_1,Tw)},

so kbnnen die relativen Klasseatfigkeiten in einentistogramndargestellt werderuber
jedem der Intervallén;_+, a;], 7 = 1,...,r, wird ein Rechteck erreichtet, das die jeweilige
Klassenkufigkeit als Fache hat.

Beispiel:
Die zur Messreihe
22 45 08 1.7 5.8 1.2 56 25 39 1.7
gelorige geordnete Messreihe ist
0.8 1.2 1.7 1.7 2.2 2.5 39 45 56 5.8.
Hierbei ist
Ta) = T3, T(2) = Te, L (3) = L(4) = T4 = T10, L(5) = L1, L(6) = T8,
(1) = T9, T(8) = T2, T(9) = T7, T(10) = T5-
Die empirische Verteilungsfunktion hat folgenden Graphen

1 T T T T T ’ T

0.9+ o b

0.8 o— b

0.7 o— 4

0.6 o— b

0.5F o— B

0.4F o— |

0.3 b

0.2 o— B
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Zu der Unterteilung
0<1<2<3<4<5<6

ergeben sich die Klassealifigkeiten

1 4-1 3 6-4 2 7-6_ 1 8-7 1 8 2

= =2 _ - 2=!'_-1_°2_=

107 10 107 10 100 10 10° 10 10" 10 10’

also das Histogramm

0.35

0
0 1 2 3 4 5 6

Zur Unterteilung
0<15<3<45<6

ergeben sich die Klassealifigkeiten

2 6—-2 4 8§—6 2 8 2

—_ 1— — = —

100 10 100 10 10 10 10

mit zugeldrigem Histogramm
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0.35

0.3 N

8.2 Lage- und Streumal3zahlen

Zur Beschreibung und Charakterisierung von Messreihen dieage- und Streumal3zah-
len.

Seixy, ..., r, eine Messreihe.

8.2.1 Lagemalizahlen

Beispiele fir Lagemal3zahlen sind
Arithmetisches Mittel: )
T = E(l’1+l‘2++l’n)

Median:

2

s r@y, fallsn gerade,
€r =
T(ng1y, falls n ungerade.

p-Quantil (0 <p < 1):

o )T falls np ganzzahlig,
"\ (g1, falls np nicht ganzzahlig
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Hierbei ist

[z] =max{z € Z : z <z} (GaussscheKlammer)
die groldite ganze Zaht .

a-gestutztes Mittel (0 < o < 0.5):

1
O O ) )

Das0.25-Quantilz o5 wird alsunteres Quartildas).75-Quantilx 75 wird alsoberes Quar-
til bezeichnet.

8.2.2 Streuungsmalie

Beispiele fir Streuungsmalie sind:

Empirische Varianz oderempirische Stichprobenvarianz:

Empirische Streuung:

Spannweite:
U="2m) — Q)

Quartilabstand:
q = Zo.75 — L0.25-

8.2.3 Zweidimensionale Messreihen

Werden bei einer statistischen Erhebung zwei verschigdenemale gleichzeitig ermittelt,
so entstehemaweidimensionale Messreihahh. endliche Folgen

(1'1, y1)7 (x27 y2>a ceey (ZL'»,“ yn)

Analog wie oben definieren wir folgende Mal3zahlen:

Arithmetische Mittel:

1 1
xzﬁ(xl—i-xg—i-...%—xn), y:ﬁ(y1+y2+...+yn)
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Empirische Varianzen:

1 1
2 _ a2 2 2
5z = ) 1§ (zi — 2)7, Sy = 1§ (yi — ¥)

=1 i=1

Empirische Streuungen:

n

1 1
— . r)2 — . 47)2
S2 =\ 7 d (#;—1)%, s, = n_lg (vi — 9)

i=1 =1

Weiterhin sind auch folgende Maf3zahlen zwischen:damdy; von Bedeutung:

Empirische Kovarianz:

n

1

Sey = n—l;(xi_x)(yi_y)
Empirischer Korrelationskoeffizient:
_ Sy
Toy = 5 sy'
Bemerkung: Es gilt immer
—1<r, <L

Beweis Seiu = (z; — T)1<i<n, ¥ = (¥i — ¥)1<i<n. Dann gilt nach der Cauchy-Schwartz-
Ungleichung

UTU

= e [-1,1].
[ull ]l

Ty
O

Bemerkung: Die empirische Varianz? lasst sich auch nach der Formel berechnen

1 n
(8.1) s = (Z r? — nac2>
n—1 —

Ebenso gilt @ir die empirische Kovarianz

1 - ,,

Beweis Es gilt

(n—1)s* = Z(wz — 1)t = Z(mf — 27,7+ 7%) = Z x? —2n7° +nz’ = wa —nz?
i=1 i=1 i=1 =1

Die Formel fir s, folgt ganz analog.C

Zur Veranschaulichung einer zweidimensionalen Messidigng dasPunktediagramnbei

dem die Punktéz;, y;),7 = 1,...,n, als Punkte in einem — y-Koordinatensystem einge-
tragen werden.
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8.2.4 Regressionsgerade

Der Korrelationskoeffizient,, gibt Hinweise, ob dig;-Werte tendenziell monoton wach-
send oder monoton fallend von derWerten abBAngen. lar diesen Zusammenhang soll
nun angenommen werden, dass er sich im wesentlichen dureHieeare Gleichung der
Form

=ar+0b

beschreibendsst. Wir nehmen also an, dass sich die Datenpunkte um enael€&mit der
Steigunga und Achsenabschnitt gruppieren. Wir wollen num und b bestimmen, damit
die Gerade raglichst gut zu den Datenpunkten passt. Das Quadrat deaddsszwischen
Datenpunkt(z;, y;) und einem Punktz;, ax; + b) auf der Geraden mit demselberANert

ist (y; — ax; — b)?. Steigungz und Achsenabschnittder Geraden sollen nun so bestimmt
werden, dass die Summe all dieser Quadrate

n

S(a,b) = Z(yZ — ax; — b)?

=1

minimal wird. Wir erhalten dann die sogenaniRegressionsgerad&Vir suchen also eine
Losung des Problems

8.3 b
(8.3) Join S(a,b).

Bestimmung der Minimalstelle:

d0S(a,b) =
S = ?:1 2(y; — —b) ( =2 E (zsy; — ax? — bx;) = 0.
0S(a,b) =
5% :5 2(y; —ax; —b) (— :—22 (y; —ax; —b) = 0.

=1
Die zweite Gleichung ergibt
ny —anx —nb =0,
also
b=y —ax.
Einsetzen in die erste Gleichung ergibt

n

Z(xlyl — ax} — §r; +aZz;) =0

i=1

und somit

n n
— 2 —2
TiY; — NTY = a r; —nzT” | .
i=1 i=1
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Insgesamt ergibt sichuf die Losung(a, IS) von (8.3) unter Verwendung von (8.1), (8.2):

Berechnung der Regressionsgerade:
Yy = &a:%—é,

mit . o
G = Zi:l Yy — Ny _ Szy
- n

SW 2 g w20 0T YT AT
=11 x

Wie bereits ena@hnt, heisst die so gefundene Ger&gressionsgerad®ie Abweichun-
gen der Punktézr;, y;) von der Regressionsgerade in vertikaler Richtung

A~

TZ:yl—&l'l—b, izl,...,n

heiRenResiduenNach kurzer Rechnung eihh man folgende

Formel fur das Residuenquadrat:

n

Z”? = Z(yi -9 (1=r3).

i=1

Die vertikale Abweichung von der Regressionsgerattgghalso eng mit dem Korrelations-
koeffizientenr,, zusammen. & die extremen Werte,, = 1 bzw.r,, = —1 verschwinden
die Residuen, alle Punkfe;, y;) liegen also auf der Regressionsgeraden.
Da die Werte s S

Ty = —— und a=—*

Sz Sy S5

gleiches Vorzeichen haben, ergibt sich algo/f,, > 0 eine streng monoton steigendér f
rsy < 0 eine streng monoton fallende uridt f-,, = 0 eine horizontale Regressionsgerade.

Das Vorzeichen vom,, gibt also den Trend der Aldimgigkeit dery-Werten von dene-
Werten an.

8.3 Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeit

8.3.1 Zufallsexperimente

Ein Vorgang, der so genau beschrieben ist, dass er als igetitlwiederholbar betrachtet
werden kann, und dessen Ergebnisse vom Zufalhagbn, nennen witufallsexperiment

Es wird angenommen, dass die Menge déghthen Ergebnisse soweit bekannt ist, dass
jedem Ergebnis ein Elementeiner Menge zugeordnet werden kann.
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Definition 8.3.1 Q2 heil3tErgebnismengeseine Elemente ErgebnisseTeilmengem C Q
heiRenEreignisseEin EreignisA C (2 tritt ein, falls ein Ergebnisv € A beobachtet wird.

Beispiele:

1. Wurf eines Wirfels: 2 = {1,2,3,4,5,6}. Das EreignisA = {1, 3,5} tritt ein, falls
eine ungerade Zahl géwfelt wird.

2. Wurf zweier unterscheidbarerttfel: Q@ = {(i,j) : i,7 € {1,2,3,4,5,6}}. Q hat
6 - 6 = 36 Elemente.

3. Wurfzweier nicht unterscheidbareidel: @ = {(i, ) : i,j € {1,2,3,4,5,6}, i < j}.
(2 hat21 Elemente.

4. Lebensdauer eines Gées:() =|0, co|. Das Ereignisd = {w € R : w > 100} tritt
ein, wenn das Géat mehr alsl00 Stunden fehlerfrei funktioniert.

Definition 8.3.2 Das aus zwei Ereignissefiund B zusammengesetzte Ereigais) B tritt
ein, falls ein Ergebnisy mitw € A oderw € B (d.h.w € AU B) beobachtet wird.

Entsprechend tritt das Ereigni¢ N B ein, falls ein Ergebnis) mitw € Aundw € B (d.h.
w € AN B) beobachtet wird.

A° = Q\ A heildt zuA komplemenires Ereignis

Zwei Ereignissed und B heiBernunvereinbarfalls A N B = ().

Die leere Mengé) heil3stunmbgliches Ereignisind() dassichere Ereignis
Die einelementigen Mengdw} von() heiBenElementarereignisse

Auch fir Folgen Ay, A,, ... von Ereignissen definieren wir das zusammengesetzte Eeigni
U=, A;, das eintritt, wenn mindestens elneintritt, und das Ereignif)., A;, das eintritt,
wenn alleA; zugleich eintreten.

8.3.2 Wahrscheinlichkeit

Fragt man im Falle der Betriebsdauer einesdBes danach, wie wahrscheinlich es ist, dass
das Geat exakt nach 100 Stunden (keinen Augenblidkgr oder sater!) seinen ersten
Defekt hat, dann ist dies praktisch ausgeschlossen. Fragjedoch danach, dass der erste
Defekt zwischerp0 und 100 Stunden auftritt, also nach der Wahrscheinlichkeit desgere
nissesA = [90, 100], dann ist dies eine sachgerechte Fragestellung.

Dies zeigt, dass es sinnvoll ist, die Wahrscheinlichkeg Betretens von Ereignissen zu
betrachten. Wir haben dabei die Vorstellung, dass die Wabhislichkeit P(A) fur das
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Eintreten des Ereignissesimmer genauer der relativenadfigkeit des Eintretens vaoA
in Versuchsserien entspricht, gger die Versuchsreihe wird.

Dazu betrachten wir ein Systerhvon Ereignissen (es muss nicht die Potenzménge),
also die Menge aller Teilmengen vénsein!), das folgende Eigenschaften hat:

Definition 8.3.3 ein Systerd C P({2) von Ereignissen heil3t-Algebra wenn gilt:

a) Qe A
b) Falls A € A, dann gilt auchAc € A.
c) Mit jeder FolgeA;, A,,... € AgiltauchJZ, A; € A.
Bemerkung: Sind A, B € A, dann ist wegen b) und c) auch
ANB=(A°UB°)°‘ e A.
O

Eineo-Algebra erlaubt gerade die Verlgpfungen von Ereignissen, die in der Praxigza
lich sind. Um jedem Ereignis eine Wahrscheinlichkeit zugmen, betrachtet man eine
Abbildung P : A — R mit folgenden Eigenschaften:

Definition 8.3.4 Eine AbbildungP : A — R hei3tWahrscheinlichkeitsmafvenn sie den
folgendenmAxiomen von Kolmogoroweriigt:

a) P(A)>0fur A € A,

b) P(Q) =1,

c) P (U Ai> Z P(A,) fur paarweise unvereinbard;, A,, ... € A.
=1

Bemerkung: ¢) umfasst auch endliche disjunkte Vereinigunggh, A; durch die Wahl

Aus diesen Axiomen folgeninzliche Regelniir das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
von Ereignissem, B, Ay, ..., A,:

P(0) =0,

0<P(A) <1,

P(A°) =1—- P(A),

ACB = P(A) < P(B),

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB),

PA U--- Z P(4;), fallsAy,..., A, paarweise unvereinbar (Additiit).
=1
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Falls die Ergebnismenge endlich ist, ale- {w;, . . .,w, }, und man wie beim Wrfelwurf
annehmen kann, dass jedes Elementarere{gnisgleich wahrscheinlich ist, dann folgt aus
der Additivitat

P{wd)=—, i=1...n
und fur beilebige Ereignisse mit ElementzghH gilt
_ Elementzahlvom  #A
n #Q'
Die Annahme gleicher Wahrscheinlichkeitrdie Elementarereignisse hellsplace-Annahme

P(A)

Beispiel: Drei Wiurfel werden geworfen. Wie groR3 ist die Wahrscheinlichkddss die
Waurfelsummel 1 ist?

Wir wahlenQ = {(i,j,k) : 4,5,k =1,...,6}. Dann ist#Q = 63 = 216.

A sei das Ereignis "Wirfelsumme ist 11”".

Moglichkeiten fir die drei Summanden (der &3e nach geordnet):
11=1444+6=1454+5=24+34+6=24+44+5=34+3+5=3+4+4.

Wir summieren die Anzahl der Tripel auf, die auf die angegelneSummanderuhren:

#H#A=6+3+6+6+3+3=2T7.
Dies ergibt
C#A 21 1

= =0,125.

P<A>_#Q—%—8

8.3.3 Elementare Formeln der Kombinatorik

Zur Berechnung der Elementezahlen von Ereignissen werégiighkombinatorische For-
meln verwendet. Wir geben einige wichtige Formeln an:

Seif2 eine Menge mit: Elementen und € N.

Geordnete Probe mit Wiederholungen:
Ein k-Tupel (zq,...,2x) mit z; € Q, i = 1,...,k, heiBtgeordnete Probaron (2 vom
Umfangk mit Wiederholungeris gibt

n* (Anzahl geordneter Proben mit Wiederholungen)
solcher Proben {ir jede Stelle gibt ea Moglichkeiten).

Geordnete Probe ohne Wiederholungen:
Ein k-Tupel (z1,...,2¢), k < n, mitz; € Q,i = 1,...,k, undz; # z; furi # j heildt
geordnete Probgon 2 vom Umfangk ohne Wiederholungeiks gibt

n(n—1)(n—2)-...-(n—k+1) (Anzahl geordneter Proben ohne Wiederholungen)
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solcher Proben {ir die erste Stelle gibt esMoglichkeiten, @ir die zweiten — 1, usw.).

Im Fall £ = n spricht man von eindPermutationder Menge2. Davon gibt es
n!l=n(n—-1)(n—-2)-...-2-1 (Anzahl von Permutationen)
Ungeordnete Probe ohne Wiederholungen:

Eine Teilmeng€{zy, ...,z }, k < n, von{) heilRtungeordnete Probeon (2 vom Umfang
k ohne Wiederholungelks gibt

(n)_n(n—l)(n—2)-...-(n—k+1) nl

L o = Rl Al (Anzahlk-elem. Teilmengen)
. ‘\n — !

solcher Proben (es gibtn — 1)(n — 2) - ... - (n — k + 1) geordnete Proben, aber jeweils
k! bestehen aus den gleichkeiklementen).

Beispiel:

1. Wie viele Moglichkeiten gibt esi Einsen undh — k& Nullen anzuordnen?

Losung: Jede Anordnung der Einsen entspricht eirelementigen Teilmenge von
{1,...,n}, welche die Positionen der Einsen angibt. Al§p: Moglichkeiten.

2. Beim Austeilen gemischter Karten (32 Karten, davon 4 Asse) das Ereignis "die
ersten drei Karten sind Asse”. Dann gilt unter der Laplaceahme

C4-3-2.290 24 1

P(A = = _
(4) 32! 32-31-30 1240

8.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unablangigkeit

8.4.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Seien A, B zwei Ereignisse mit?(B) > 0. Oft interessiert die Wahrscheinlichkeit von
A unter der Bedingung, dads eintritt. Man definiert diesdedingte Wahrscheinlichkeit
P(A|B) von A unter der Bedingung@ durch

Bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B:
P(ANB)
P(B)

Beispiel: Beim Ziehen von einem gemischten Kartenstapel (32 KartenssePAbetrachte
die Ereignissed "die zweite Karte ist ein Ass” und® "die erste Karte ist ein Ass”. Dann

gilt

P(A|B) =

4:-311 1 4:3-300 12
PB) =5 =5 PUNB == = 5ar
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Dies ergibt
P(A|B) = 12-8 _3
32-31 31

Direkte Rechnung: Wenn schon ein Ass gezogen ist, dann isWdiescheinlichkeit, dass
die zweite Karte wieder ein Ass ist

3.300 3
P(A|B) = "2 = =
31 31

Im Folgenden seiedl,, ..., A, paarweise unvereinbare Ereignisse, dthnt A; = 0 fur
i # j,und es selJ;_; A; = Q. Man spricht von einevollstindigen Ereignisdisjunktion
Es gelten die folgenden Rechenregeln:

Regel von der vollsindigen Wahrscheinlichkeit:

Ay, ..., A, seieine vollsindige Ereignisdisjunktion miP(A4;) > 0,7 = 1,...,n. Dann

gilt:
ZP P(BI|A4;).

Beweis Esgilt P(A;)- P(B|A;) = P(B N A;). Die MengenC; = BN A; sind paarweise
disjunkt mit(J?_, C; = B. Wegen der Additivit gilt also

Zn:P(A P(B|4;) ZP <O (JZ) — P(B)

O
Formel von Bayes:
Ay, ..., A, sei eine vollshndige Ereignisdisjunktion mP(A;) > 0,7 = 1,...,n,undB
sei ein Ereignis mi°(B) > 0. Dann giltfuri =1,....n
P(A)- P(BIA)
> ko1 P(Ar) - P(BA)

Beweis Der Nenner istP(B) nach der Regel von der voltstdigen Wahrscheinlichkeit.
Also ist die rechte Seite gegebn durch

P(Ai)- P(BJAi) _ P(Ai)-P(BNA;)/P(Ai) _ P(BNA) _

P(B) B P(B) -~ P(B)

P(A|B) =

P(Ay|B).

O

Beispiel: Bei einer Reihenuntersuchung sind die Ereignidséuntersuchter Patient ist
erkrankt” undB: "Befund positiv’ von Interesse. Es séi(A) = 0,001 die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Patient erkrankt ist. Weiter sef{B|A) = 0,92 und P(B|A°) = 0,01
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die Wahrscheinlichkeitenif einen positiven Befund bei einem erkrankten bzw. nicht er-
krankten Patienten.

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass eireRabei einem positiven Befund
tatsachlich erkrankt ist, als@(A|B).

Mit A; = A, A, = A° ergibt die Bayessche Formel

P(A)P(B|A) 0,001 - 0,92

(41B) P(A)P(B|A) + P(A¢)P(B|A¢) — 0,001 - 0,92+ 0,999 - 0,01

= 0,0844.

Multiplikationsformel:
Ay, ..., A, seien Ereignisse miP(A; N A, N---N A,) > 0. Dann gilt
P(AiNAsn---NA,) = P(A)) - P(Ay]Ay) - P(A3|A1NAy) -« P(A, A1 NN A, ).
Beweis \ollstandige Induktion nach: Furn = 2 gilt
P(Ay) - P(A3|A;) = P(A1 N Ay).

Induktionsschritt:

P(Ay) - P(Ag|Ay) - P(A3]A1 N Ag)--- P(A,|A1 NN A1)

NAAMN. b A A oA Ay ) - P(AM AL -0 Ay ) = P(An A AL (-0 Ay ).

O

8.4.2 Unabhangigkeit

Beim zweifachen Werfen einesWfels erkennt man, dass die Ereignisse
A ="1 beim zweiten Wurf] B = "1 beim ersten Wurf”

von Vllig unablangig ablaufenden Teilexperimenten bestimmt wird uinddie bedingte

Wahrscheinlichkeit gilt

P(ANnB) 1/6-1/6
P(B) —  1/6

P(A|B) = —1/6 = P(A).

Wir haben also
P(ANB)= P(A)- P(B).

Dies motiviert die
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Definition 8.4.1 Zwei Ereignissed und B heil3enunablangig falls gilt
P(ANB)= P(A) - P(B).
Ereignissed, . . ., A, heilRervollstandig unabhngig falls fur alle {i;, ..., it} C {1,...,n}

gilt

P(A;, N NA,) =P(A) ...  P(A,).

i

Bemerkung: Aus der paarweisen Unalihgigkeit von mehr als zwei Ereignissen folgt nicht
immer die vollsindige Unab&ngigkeit.O

8.5 Zufallsvariablen und Verteilungsfunktion

Es sei(2 die Ergebnismenge und das Ereignissystem, auf dem die Wahrscheinlichkeit
P erklart ist. Oft ist man in der Statistik an einem dem Ergehbnig (2 zugeordneten
ZahlenwertX (w) interessiert.
Definition 8.5.1 Eine Zufallsvariableist eine Abbildung
X: Q=R
mit der Eigenschaft, dasarfjedes Intervalll C R die Urbildmenge
A={we: X(w)el}

zum Ereignissysterd gehort. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses himmt Werte
im Intervall I an” bezeichnet man alikzend mitP(X € I) und schreibt entsprechend

Pla<X <), P(X<z), P(X<uz), P|X—a|<b), P(X =0b) usw.

Beispiel: Zwei Wirfel werden geworfen. Wir éhlenQ = {(i,j) : i,7=1,...,6}. Wir
betrachten die Zufallsvariablg : (2 — R,

X((,7)) =i+
X beschreibt also die Summe der beiden @gediten Zahlen. Nun gilt zum Beipiel

%)= PU{(11}) = 5. POX =8) = P{(1,2), 2 )}) = o

~
>
I
I
=
-
>
[

Definition 8.5.2 SeiX : 2 — R eine Zufallsvariable. Die Abbildung : R — R
F(z)=P(X <z), zeR,

heiRtVerteilungsfunktiorder ZufallsvariableX'.
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Man kann zeigen, dass mit den Abkzungen

F(z+) :}lLi{IéF(x—i-h), F(x—) = lim F(x — h),

hN\O
F(—o00)= lim F(z), F(co)= lim F(x)

gilt: Verteilungsfunktionen sind monoton wachsende Fiamdn mit
F(—00) =0, F(oco)=1, F(z+)=F(z) VzeR.

Zudem lassen sich alle interessierenden Wahrscheinlielnkien Zusammenhang mit der
ZufallsvariableX berechnen:

P(X =a) = F(a) = F(a—),
P(a < X <b) = F(b) — F(a),
Pla< X <b) = F(b-) — F(a—),

Eine ZufallsvariableX heil3tdiskret verteilf wenn sie nur endlich viele oder addbar un-
endlich viele Wertery, x5, ... annimmt. lhre Verteilungsfunktion ist eine monoton wach-
sende Treppenfunktion, die jeweils an den StelleSpringe der bhe P(X = x;) hat.

Eine ZufallsvariableX heil3tstetig verteilt mit der Dichtg, wenn ihre Verteilungsfunktion
F durch

F(m):/_x f(t)dt, zeR,

gegeben ist. Die Dichte ist hierbei eine nichtnegative fionk die Verteilungsfunktiornf”
ist stetig und es gilt”’(z) = f(x) fur alle Stetigkeitsstellen von f.

8.5.1 Beispieletir diskrete Verteilungen
Geometrische Verteilung

Es sei0 < p < 1. Eine ZufallsvariableX mit dem WertebereictN = {1,2,...} heil3t
geometrisch verteilnit dem Parametey, falls

PX=i)=(1-p)'p, i=12...

Anwendung: Wird ein Zufallsexperiment, bei dem ein bestimmtes Ereigmit Wahr-
scheinlichkeitp eintritt, so lange unal@ngig wiederholt, bis zum ersten Mal dieses Er-
eignis eintritt, dann kann die Anzahl der dazu diggten Versuche durch eine geometrisch
verteilte Zufallsvariable modelliert werden ("Warten algéfn ersten Erfolg”).
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Binomialverteilung

Seinen € Nund0 < p < 1. Eine ZufallsvariableX mit dem WertebereictN, =
{0,1,2,...} heiRtbinomialverteiltmit Parameterm undp, kurz B(n, p)-verteilt, falls

P(X =i) = (7;>pi(1 —p)", i=0,1,...,n

Anwendung: Wird ein Zufallsexperiment, bei dem ein bestimmtes Ereigmit Wahr-

scheinlichkeitp eintritt, n-mal unabkngig wiederholt, und dabei g#zlt, wie oft dieses
Ereignis eintritt, so kann diese allige Anzahl alsB(n, p)-verteilte ZufallsvariableX be-

schrieben werden ("Anzahl der Erfolge heVersuchen”).

Poissonverteilung

Sei\ > 0. Eine ZufallsvariableX mit dem WertebereiclN U {0} hei3tPoisson-verteilt
falls gilt

P(X=i)=2¢?, i=0,1,2,...

Sie eignet sich zur Modellierung voralilergebnissen folgenden Typs: In einer Telefonzen-
trale wird die Anzahl der innerhalb von 10 Minuten eingelemAnrufe geahlt. A gibt die
"mittlere Anzahl” der eingehenden Anrufe an.

8.5.2 Beispieleiir stetige Verteilungen
Rechteckverteilung

Es seia < b. Eine stetig verteilte Zufallsvariable mit der Dichte

0 sonst

heilRtrechteckverteilim Intervall [a, b], kurz R(a, b)-verteilt. Fur die Verteilungsfunktion
ergibt sich

=)

; r < a,

8

—2 a<z<b,
—a
x> b.

Fa) = [ fodi-

— o
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Exponentialverteilung

Sei)\ > 0. Eine stetig verteilte Zufallsvariabl® mit der Dichte

£t) = {0, t<0,

Xe M t>0,

heiRtexponentialverteilinit Parametei, kurz Exz(\)-verteilt. Fur die Verteilungsfunktion

ergibt sich
v 0 x <0
F = t)dt = ’ ’
@<= s {1_€m’ng

Normalverteilung

E seienu € Rundo > 0. Eine stetig verteilte Zufallsvariabl® mit der Dichte

1

oV 21

e 2T te R,

9

ft) =

heiRtnormalverteiltmit Parametep, unda?, kurz: N (u, o?)-verteilt.

Im Fall » = 0,02 = 1 spricht man von eineBtandard-Normalverteilungnd bezeichnet
ihre Verteilungsfunktion mit

1 x
P(x) = \/—2—7T/ e 1% dt.

® ist nicht geschlossen angebbar und muss tabelliert odeemsrh ausgewertet werden.
Offensichtlich gilt

Ist X eine N (u, 0?)-verteilte Zufallsvariable, dann rechnet man leicht natdss die Ver-
teilungsfunktion durch

F

ol =@ (1)

gegeben ist. Taéchlich ergibt sich durch die Substitutien= th”

1 xT
FH’U2($> - oV 2T / ¢

z—p
o

t— 1 xr —
(U“)th:_/ 6—252d52¢( M)
V2T J s o

N
-
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8.6 Erwartungswert und Varianz

Ist X eine diskret verteilte Zufallsvariable mit den Wertan,, . . ., so heif3t

B(X) = Z 2 P(X = x;)

Erwartungswertvon X, falls ) . |z;| P(X = z;) < oc.
Ist X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichfe so heif3t

B(X) = /_oo 2 f(z) do

o0

Erwartungswertvon X, falls [*°_|z| f(z) dz < oc.

Beispiele:

1. SeiX Poisson-verteilt mit Paramet&r> 0.

[e.9] oo

A, -2 AT “A A
E(X):Z;zﬁe = Xe Z@,_l)!:)\e et =\
= i=1

2. SeiX exponentialverteilt. Dann gilt

BOO) = [ aae M de——ae g4 [T oM dn—0- feE = .
0 0

Isth : R — R eine stickweise stetige Funktion. Dann hat die Zufallsvarialjl& ) fur eine
diskret verteilt Zufallsvariabl& den Erwartungswert (im Falle seiner Existenz)

E(h(X)) = Z h(z;)P(X = ).

Ist X stetig verteilt mit Dichtef, dann hath(X) den Erwartungswert (im Falle seiner
Existenz)

B(hx) = [ " he) f(x) da.

o0

Der Erwartungswert der quadratischen Abweichung der BvaliablenX von ihrem Er-
wartungswertt (X) hei3tVarianzvon X :

var(X) = E([X — E(X)]?).

Die Standardabweichung vaX ist definiert durchy/Var(X).
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8.6.1 Rechenregeln

Es gelten folgende Rechenregeln:
E(aX +b)=aFE(X)+b
E(hi(X) + hao(X)) = E(
Daraus erhlt man
Var(X) = E(X?) — (E(X))%
Begrindung: Es gilt
Var(X) = E([X — E(X)]?) = B(X? - 2E(X)X + E(X)?)
2E(X)X) + E(BE(X)*) = BE(X?) - 2B(X)E(X) + E(X)?

Aul3erdem gilt
Var(aX + b) = a*Var(X),

da

Var(aX +b) = E((aX +b)?) — (E(aX +1))? = E(a?X? + 2abX + b*) — (aB(X) + b)?
= a?E(X?) + 2abE(X) +b* — a®’E(X)? — 2abE(X) — b*
= a*(BE(X?) — B(X)?) = a*Var(X).

Einige Beispiele:

Verteilung| £(X) | Var(X)
N(p,0%) | p o’
B(n,p) | np | np(l—p)

Die Tschebyschevsche Ungleichung stellt einen Zusamnmgnhaischen Erwartungswert
und Varianz her:

Tschebyschevsche Ungleichung:
Es gilt

< Var(X)

P(X - E(X)| > ¢) < , >0

C2
Aus der Definition des Erwartungswerts ist klar, dagsdufallsvariablenX;, X, ..., X,
gilt

Die Frage, ob eine entsprechende Formel aticdie Varianz gilt, éihrt auf den Begriff der
Unabtangigkeit von ZufallsvariableX, X, ..., X,,.
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Definition 8.6.1 SeienX;, X, ..., X,, Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionén, . . . , F,.
Die gemeinsame Verteilungsfunktimon X, X5, ..., X, ist definiert durch

F(zy,...,2,) = P(Xqy <1, -, X,y <), (21,...,2,) €R™
Die Zufallsvariablen heil3eanablangig wenn @rr alle (z4, ..., z,) € R" die Ereignisse
{Xi <@}, X S}
vollstandig unablngig sind, also
PX; <z, X, <x,) =P(Xg<x1)-...- P(X, < z,)

oder kurz
F(I’l, . ,$n) = Fl(ﬂfl) ot Fn(.flln)

Satz 8.6.2Die ZufallsvariablenX, X5, ..., X,, seien unabéngig. Dann gilt

Var(X; + ...+ X,) = Var(X;) + ...+ Var(X,,).

8.7 Gesetz der grof3en Zahlen, zentraler Grenzwertsatz

8.7.1 Das schwache Gesetz der grol3en Zahlen

Durch die Mittelung vieler unaldngiger identisch verteilter Zufallsvariablen &lthman
eine Zufallsvariable, die mit grol3er Wahrscheinlichkeg®® nahe beim Erwartungswert
liefert.

Satz 8.7.1(Das schwache Gesetz der groRen Zahlen)
Ist X1, X5, ... eine Folge unabéingiger identisch verteilter Zufallsvariablen (d.h. jedéioh
viele von ihnen sind unalingig) mitE(X;) = u, Var(X;) = o2, dann gilt

1 n
E;Xi_,u

limP( 26):0 Ve >0.
n—o0

Beweis SetzeY, = =" X;. Dann gilt E(Y,) = p und wegen der Unaliingigkeit
Var(y,) = SVar(X; + ... + X,) = Lno? = 2. Die Tschebyschevsche Ungleichung
ergibt nun

Var(Y, 2 y
(2 ):U—Q—>0 furn — oo.
5 ne

P(IY, —pl z¢) <
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8.7.2 Zentraler Grenzwertsatz

Wir betrachten eine Zufallsvariable
Y=X;+...+X,

mit unabfangigen Summandek;, . .., X,,. Extrem grol3e Werte voxi treten nur dann auf,
wenn sehr vieleX; gleichzeitig grol3e Werte annehmen. Wegen der Uaabigkeit ist es
sehr wahrscheinlich, dass grol3e Werte eines Summandemldaice Werte eines anderen
Summanden kompensiert werden. Es zeigt sich, dass diell\fageson Y fur groResn
mehr und mehr einer Normalverteilung entspricht:

Satz 8.7.2(Zentraler Grenzwertsgtz
Ist X1, X5, ... eine Folge unab&ingiger Zufallsvariablen mit

B(X;) =, Var(X;) =07, i=1,2,...,
so gilt unter schwachen zaéizlichen Voraussetzungen, z.B. dassdentisch verteilt sind:

Xi+ .o o+ X0 — (1 4+ )
ol +...+02

lim P

n—o0

§y> =®(y) VyeR.

Ein arithmetisches Mittel )

ist fur groResn also reherungsweiséV (u, o%)-verteilt, wobei

1 1 , 1 1, )
o= ;E(Xﬁ. LX) = E(/M—F. ), 07 = ﬁVar(leL. X, = E(Uﬁ. .For).
Bemerkung: Hat X Erwartungswerf: und Varianzs2, dann hat% den Erwartungswert
0 und Varianzl. O

Wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell fir Messreihen

Als mathematisches Modellif das Entstehen von Messreihen werden im folgenden un-
abhangige, identisch verteilte Zufallsvariabléf, . . . , X,, verwendet.

Eine Messreihe:, ..., z, wird als Realisierung der Zufallsvariabléty, . . ., X,, angese-
hen, wir nehmen also an, dass ein Ergehnis (2 existiert mit

r1 = Xq(w),...,x, = Xp(w).

Haben dieX; Erwartungswerf, und Varianzo?, dann sagt Satz 8.7.2 insbesondere aus,
dass dann das arithmetische Mitigl,) = %(Xl + ...+ X,) fur grossen naherungsweise
N(u,0?/n)-verteilt ist.
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Die Verteilungsfunktion der ZufallsvariableKy, ..., X,, sei mit F' bezeichnet. Was sagt

die Messreihélber F' aus?

Es ist intuitiv einleuchtend, dass die empirische Vertegkfunktion

_ Zahlderz; mitz; < z
n

Fo(z; 21,29, . .., 2y)
in engem Zusammenhang zur Wahrscheinlichkeit
F(z)=P(X; <z2)

stehen muss. Es gilt:

Satz 8.7.3 (Zentralsatz der Statistik)
Sei X1, Xy, ... eine Folge unab@ingiger identisch verteilter Zufallsvariablen mit der Ver
teilungsfunktion/” und bezeichne

D, (Xy,...,X,) =sup|F,(z; X1,...,X,) — F(2)]

z€R

die zubllige Maximalabweichung zwischen empirischer und "wahregttéilungsfunktion.
Dann gilt
P(lim D,(Xy,...,X,)=0) =1,
n—oo

D, (Xy,...,X,) konvergiert also mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen 0.

8.8 Testverteilungen und Quantilapproximationen

In der Statistik, insbesondere in der Testtheorie, werdefothenden Verteilungen bétigt,
die von der Normalverteilung abgeleitet werden:

SeienZy, ..., Z, unablangige, identisclv (0, 1)-verteilte Zufallsgé3en.
x2-Verteilung:
Es seil < r < n. Eine ZufallsvariableX heity?-verteilt, falls sie die Verteilungsfunktion
besitzt
Flx)=P(Z}+... +7><1x), z€R
t,-Verteilung:
Es seil <r <n— 1. Eine ZufallsvariableX heil3tt,.-verteilt, falls sie die Verteilungsfunk-

tion besitzt
F(z)=P Zr1 <z|, zeR
N EEYAN
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F, s-Verteilung:

Esseil <r,s <n—1mitr+ s < n. Eine ZufallsvariableX heil3tF-verteilt mitr unds
Freiheitsgraden, falls sie die Verteilungsfunktion basit

22+ ... + 72
F(x):P( (21+ i g)/r §x), r eR.
(Zr+1 +.o.F ZrJrs)/S

Die Dichten dieser Verteilungerdbknen unter Verwendung der Gamma-Funktion
[(x) = /ooettxl, z >0
0
und der Beta-Funktion
B(a, ) = /1 M1 =) dt, o, 8>0
0

angegeben werden.

Bezeichnungen @ir Quantile: Allgemein ist dag-Quantilz, fur eine stetig verteilte Zu-
fallsgrof3e mit Verteilungsfunktiod” gegeben durch

F(z,) =p.
Bezeichnungen:

u, p-Quantil derN (0, 1)-Verteilung
tr, p-Quantil dert,-Verteilung
Xrp p-Quantil dery2-Verteilung
F, s, p-Quantil derF; ,-Verteilung

Fur gangige Werte vop existieren Tabellenlfr diese Quantile.

8.8.1 W.ichtige Anwendungsbeispiele

SeienX,, ..., X, unabtangige, identisciV (11, 02)-verteilte Zufallsvariable. Bilden wir ihr
arithmetisches Mittel
_ 1 —
X(n) = E Z Xi
=1

und die Stichprobenvarianz

dann gilt:
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Satz 8.8.1Es seienXy, . . ., X,, unabtangige, identisctV (1, o%)-verteilte Zufallsvariable.
Dann qilt:

o X, istN(u,o?/n)-verteilt,
o 5187, istx;_-verteilt,
e X(» und SZ, sind unablingig,

o /n=Lt Xy —p istt,_,-verteilt.

Yo



Kapitel 9

Schatzverfahren und
Konfidenzintervalle

9.1 Grundlagen zu Schitzverfahren

Fur eine Messreihe, ..., z, wird im Folgenden angenommen, dass sie durdieiche
Zufallsexperimente unaBingig voneinander ermittelt werden. Jeden Messwert selren w
als unabhngige Realisierung einer Zufallsvariabtean. Als mathematisches Modelirf
das Entstehen von Messreihen werden im folgenden @majdpe, identisch wi' verteilte
ZufallsvariablenXy, . .., X,, verwendet. Eine Messreihg, ..., z, wird als Realisierung
der ZufallsvariablenXy, . . ., X,, angesehen, wir nehmen also an, dass ein Ergebsis?
existiert mit

Ty = X1(w), ...,z = Xp(w).

Es wird nun angenommen, dass die Verteilungsfunkfioron X, die auch die Verteilungs-
funktion der unabéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablén, 1 < i < n, ist, einer
durch einen Parametére © c R* parametrisierten Familie

Fy, 0€0O,

von Verteilungsfunktionen angéft. Dieser Parameter oder ein durch ihn bestimmter Zah-
lenwert7(#) mit einer Abbildungr : © — R sei unbekannt und soll aufgrund der Messrei-
he raherungsweise gesatzt werden.

Beispiel: X und alleX, ..., X,, seien normalverteiltty mit
0 = (u,0°) € © = Rx]0, 00|

ist dann die Verteilungsfunktion einéf(u, o%)-Verteilung. Soll der Erwartungswert gegcht

werden, so ist(6) = u. Will man die Varianz schtzen, dann ist(6) = o2.

101
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Definition 9.1.1 Ein Schatzverfahreroder eineSchatzfunktionoder kurz einSchatzerist
eine Abbildung
T,: R*" = R.

Sie ordnet einer Messreihg, . .., z,, einenSchatzwertT,, (x4, ..., x,) fur den unbekann-
ten Wertr () zu.

Die ZufallsvariableT,, (X, ..., X,,) heil3tSchatzvariable

Erwartungswert und Varianz der Sahvariablen?,, (X, ..., X,,) sowie allerX; hangen
von der Verteilungsfunktioity ab, die seiner Berechnung zugrundegelegt wird. Um dies zu
verdeutlichen, schreiben wir

Eo(T,(Xy,..., X)), Eo(X1),...
sowie
VarO(Tn(Xla"'aXn))7 VarG(Xl)a---
Aulerdem schreiben wiilf durchF, berechnete Wahrscheinlichkeiten

Pya < To(X1,...,X,) <b), Pyla< X, <b),...

Definition 9.1.2 Ein SclatzerT,, : R™ — R heildterwartungstretir = : © — R, falls gilt
Eo(T,(Xy,...,X,))=7(0) furalled € ©.

Beispiele:

1. 7 sei gegeben durch(f) = Ey(X) = p. Das arithmetische MitteK,,) = £(X; +
...+ X,) ist ein erwartungstreuer Satzer fir 7(¢). Tatsachlich gilt

_ 1 1

n
2. T seigegeben durch(d) = Vary(X). Die Stichprobenvariang} ) := 13 > | (X;—
X(n))? ist ein erwartungstreuer Satzer fir 7(9). Denn es gilt

n n

D (X = Xw) =D (Xs = p) — (Xny — 1))

i=1 =1
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Nun gilt By ((X ) — p)?) = Var(X(,)) = -snVary(X), also

Ly <Z(Xi - X(n))2> = Z Eo((Xi — 1)*) = nEg((Xm) — 1)°)

=1

= nVary(X) — n%Varg(X) = (n — 1)Varg(X).

Als Abschwachung der Erwartungstreue betrachtet man asymptotiseraetingstreue bei
wachsender Stichprobémige.

Definition 9.1.3 Ein Folge von ScéitzerT, : R" — R, n = 1,2,... heil3tasymptotisch
erwartungstredir 7 : © — R, falls gilt

lim Ey(Tp(X1, ..., X)) =7(0) furalled e o.

n—o0

Zur Beurteilung der Gte eines Scitzers dient der

Mittlere quadratische Fehler (mean squared error)
MSEy(T) := Eo((T — 7(6))%).
Offensichtlich gilt
T erwartungstreu = M SEy(T) = Vary(T).
Sind77 undT; zwei Sclatzer fir 7, dann heil3; effizienterals 75, wenn gilt
MSEy(T)) < MSEy(Ty) V6 e ®.
Sind T3y, T; erwartungstreu, dann bedeutet dies

Vary(T)) < Vary(T;) V60 € ©.

Definition 9.1.4 Ein Folge von ScéitzernT}, Ts, . . . hei3tkonsistentfur =, wenn @r alle
e > 0und alled € © gilt

lim Py (T, (X1, ..., X,) — 7(8)] > ¢) = 0.

n—0o0

Sie heil3konsistent im quadratischen Mitt&lr 7, wenn @ir alle 6 € © gilt

lim MSEy(T,) = 0.

n—oo

Es gilt folgender
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Satz 9.1.5Ist T, Ts, . . . eine Folge von Séltzern, die erwartungstreif 7 sind und gilt

lim Vary(7,(X1,...,X,)) =0 furalled € ©,

n—oo

dann ist die Folge von Sélzern konsistentif .

Beweis Wegenk, (1, (X1,...,X,)) = 7(0) gilt nach der Ungleichung von Tschebyschev

< Val'g(Tn(Xl, ce aXn))

Py(|Tu(X1,. ... X)) — 7(0)] > €) 0.

e2
(|

Allgemeiner haben wir mit ganahnlichem Beweis

Satz 9.1.6Ist T}, Ts, . .. eine Folge von Sélizern, die konsistent im quadratischen Mittel
fur 7 ist, dann ist die Folge von Satzern konsistentif 7.

Beispiel: Es seiX N(u,o?)-verteilt,d = (u,0%) € © = Rx]0,00[ und7(#) = p. Der
Schatzer .
To( X1, s Xn) = Xy = E(Xl +...+ X))
ist nach Satz 8.8.(u, 0% /n)-verteilt, also erwartungstreu mit Varianz
Vary(T,(X1,...,X,)) =0%/n— 0 furn — co.

Daher ist die Scatzerfolge nach Satz 9.1.5 auch konsistent.

9.2 Maximum-Likelihood-Schatzer

Bei gegebener Verteilungsklassg, 6 € O, lassen sich Séizer tir den Parametet oft
mit der Maximume-Likelihood-Methode gewinnen.

Sind die zugrundeliegenden Zufallsvariabl&n, . . ., X,, stetig verteilt, so ist die Vertei-
lungsfunktionFy durch eine Dichte

fg([L‘), T e R,
bestimmt. Im Fall diskreter Zufallsvariablen, bzw. X, . .., X,, definieren wir

fo(x) = Py(X = x) furallex aus dem Wertevorraf von X .
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Definition 9.2.1 Fur eine Messreihe, . . ., z, heil3t die Funktiorn.(-; z1, ..., z,) mit

L(O;x1,...,2,) = folz1) - folza) - ...+ fo(xy)

die zuzx4, ..., z, gehdrige Likelihood-Funktion

Ein Parameterwert o
0 :9($1,...,In)
mit R
L(O;xq,...,2,) > L(0;2q,...,2,) furalled € ©

heiRtMaximum-Likelihood-Schtzwertflir 6. Existiert zu jeder rdglichen Messreihe,, . . .

ein Maximum-Likelihood-Seétzwertd(z1, . . . , z,,), dann heift
T, : X" >R, T,(z1,...,2,) = é(a:l,...,xn)

Maximum-Likelihood-Schtzer

Beispiel: Die Zufallsvariablen seien Poisson-verteilt mit Paraméte 0, also

HI
fo(z) = 56_6, x e NU{0}.
Dies ergibt
. _ 1 T1+...+Tn —nd
L(Q,Z‘l,...,xn)—m'el - € > :mENU{O}

L wird genau dann maximal, wenn die Log-Likelihood-Funktio(), also
InL(6;x1,...,2,) = —nb —In(zy! - 2,) + (21 + ...+ 2,) Inb,

maximal wird. Die erste Ableitung dieser Funktion nacist

dinL +w1+...+xn
aw - " 0

mit der eindeutigen Nullstelle

A 1
9(9517---,1’71):E($1+---+$n)-

Da die zweite Ableitung negativ ist, i§tder Maximum-Likelihood-Schtzer fir 6 und ist

nichts anderes als das arithmetische Mittel.

) xn
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9.3 Konfidenzintervalle

Die Situation sei wie beim Séhtzen. Es wird eine Messreihs, ..., z, beobachtet und
es sollen diesmal Ober- und Unterschrank@mden Wertr(0) aus der Messreihe ermittelt
werden. Durch ein Paar

U:R" =R, O:R"—=R

von Schatzern mit
U(xy,...,z,) < O(x1,...,2,)

wird ein "zufalliges Intervall”
I(Xl,...,Xn> - [U(Xl,,Xn),O<X1,,Xn>]

definiert.

Definition 9.3.1 Sei0 < a < 1. Das zudllige Intervall I( X4, ..., X,,) hei3tKonfidenzin-
tervall fur 7(6) zumKonfidenzniveau — «, falls gilt

Py(U(Xy,...,X,) <7(0) <O(Xy,...,X,)) >1—a furalled € ©.
Das zu einer bestimmten Messreihe. . ., z,, gelbrige Intervall
I(z1,. . 2) = [U(x1, ..., 20),0(xq, ... 1)]

heiRtkonkretes Schtzintervallfur 7(6).

Die Forderung stellt sicher, dass mit Wahrscheinlichkeitn ein konkretes Scitzintervall
den Wertr(0) enthalt.

9.3.1 Konstruktion von Konfidenzintervallen

Wir nehmen an, dasX, ..., X,, unablangig, identisch normalverteilt sind. Die Vertei-
lungsfunktionFy ist dann durch den zweidimensionalen Paraméter (u, o%) bestimmt
durch

g

T —
Fg(ﬂ?) = F(%Uz)(a?) =0 ( ) .
Mit den bereits eingéirten Bezeichnungen

v 1 - 2 1 % 2
X = > Xi, Shy= m— > (Xi = X))
=1

i=1

erhalt man folgende Konfidenzintervalle zum Nivehu «:



S. Ulbrich: Mathematik IV @ir Elektrotechnik, Mathematik Illifr Informatik 107

Konfidenzintervall fur p bei bekannter Varianz 0% = o2:

Hierist® = {(u,02) : p € R} und7(#) = u. Das Konfidenzintervallifr i lautet

(X1, X)) = | X — Uka/z\/—oﬁ,X(n) + U2

mit dem(1 — «/2)-Quantilu,_,/, derN (0, 1)-Verteilung, also

o]
Vvl

P(Ur_ay2) =1— /2.
Begriindung: X, ist nach Satz 8.8.%(p, o2 /n)-verteilt. Also gilt:

Xn - . .
Y, = S ist N (0, 1)-verteilt

Wegen®(—ui_q/2) = a/2 gilt
P@(_ul—a/Q < Yn < ul—a/2) =1-a

Einsetzen und Umformen ergibt

Xy — 1 _ o _ o
Pyp(—t1—as < ) SUi_ap) =F <X(n) — U1—a/2\/—(;—1 << Xy + U1—a/2—0) =l—a.

oo/v/n Vn

Konfidenzintervall fUr 1 bei unbekannter Varianz o:

Hierist® = {(u,0?) : p € R,0? > 0} und7(#) = p. Das Konfidenzintervalltfr ;. lautet

_ SZ. S2
[(Xla s aXn) = X(n) - tnfl;lfa/Q %7 X(n) + tnfl;lfa/Z ;:L)

mit dem(1 — «/2)-Quantilt,,_y,;_ > dert,_,-Verteilung.
Begrundung: Nach Satz 8.8.1 ist

Xy — 1
1/S(Qn)/n

Eine Rechnungallig analog wie eben liefert das Konfidenzintervall.

Y, = istt,_;-verteilt
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Konfidenzintervall fUr o2 bei bekanntem Erwartungswert 1 = -

Hierist® = {(uo,0?) : 02 > 0} und7(6) = o2. Das Konfidenzintervallifr 2 lautet

K X)) = [z;;l(X@- — ) T (Xi— w] |

Y

X?L;lfoz/Q Xi;a/z

Begrindung: Jedes)% ist N (0, 1)-verteilt. Wegen der Unaldimgigkeit ist also nach 8.8
5> (Xi — mo)? x;-verteilt. Dies ergibt

1 n
Py (Xi;am <3 D (X — p)* < xi;laﬂ) =1-a

i=1

und Aufldsen naclo? liefert das Konfidenzintervall.

Konfidenzintervall fir o2 bei unbekanntem Erwartungswert:

Hier ist® = {(u,0?%) : p € R,0? >0} und7(d) = o2. Das Konfidenzintervallifr o2

lautet
[(n - 1)5¢, (n—1)S¢,

2 ) 2
Xn—l;l—a/2 Xn—l;a/Q

I[(X1,...,X,) =

Begriindung: Nach Satz 8.8.1 isﬁ%an) x2_,-verteilt. Dies ergibt

n
Fo (Xil?aﬂ = 75(270 < Xi—l;l—a/Q) =1l-«

und Auflosen nacla? liefert das Konfidenzintervall.



Kapitel 10

Tests bel Normalverteilungsannahmen

10.1 Grundlagen

Beim Testen geht es um die Frage, ob eine Messreihe ., z,,, die als Realisierung von
unablangigen, identisch verteilten Zufallsvariabléf, . .., X,, angesehen wird, zu einer
bestimmten Annahmigber die Verteilung dek’; passt oder ihr widerspricht. Die zuigen-

de Annahme heil¥lullhypothesdd, und das Verfahren, mit dem entschieden wird, ob ein
Widerspruch vorliegt, d.h. ob die Nullhypothe&g verworfen werden soll, heifiest

SeienalsoXy, ..., X,, unablangige, identisch verteilte Zufallsvariablen, so dass ®lessrei-
hezq,...,z, als Realisierung voiX1, . . ., X,, aufgefasst werden kann. Dann ist ein Test
durch die Angabe seindsitischen Bereichdd C R" vollstandig beschrieben: Es werde
eine Messreihe, ..., z,, beobachtet.

Test:

Falls(z,...,z,) € K: LehneH, ab.
Sonst: Lehndd, nicht ab.

Es gibt zwei wichtige Fehleraglichkeiten:
Fehler 1. Art: H, wird abgelehnt, obwohH, zutrifft.
Fehler 2. Art: H, wird nicht abgelehnt, obwohf/, nicht zutrifft.

Natirlich soll K so gevahlt werden, dass die Wahrscheinlichkeit €inen Fehler 1. Art
klein ist.

Hierzu wird einTestniveaur vorgegeben und gefordert, dass gilt:
Unter der Nullhypothese gilP((X,..., X,) € K) < a.

Im folgenden wird der kritische Bereich mit Hilfe einer zur INypothese passenden Funk-

109
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tion
T:R" >R,

der sogenanntefestgbRe und geeignete kritische Schrankdozw. ¢; undc, beschrieben.
Wir betrachten folgende vier &glichkeiten:

Falls sowohl grof3e als auch kleine Werte \iogegenH, sprechen:

o K ={(x1,...,2,) €R" : |T(x1,...,2,)| > c},

o K ={(x1,...,2,) €R" : T(x1,...,2,) <y Oder T'(zy,...,x,) > ca}.
Falls nur grof3e bzw. kleine Werte v@hgegenH, sprechen:

o K ={(x1,...,2,) €ER" : T(xq,...,2,) > c},

) K:{(x1,,xn)€R" : T(wl,...,xn)<c}_

Tests lassen sich nach dem folgenden allgemeinen Prinagtrkoeren.

Konstruktionsprinzip f tr Test zum Niveaua:

1. Verteilungsannahme formulieren.
2. Nullhypotheséd, formulieren.
3. TestgdlReT wahlen und ihre Verteilung untéf, bestimmen.

4. I C R sowahlen, dass untdi, gilt P(T(X;,...,X,) €I) < a.

I wird durch die kritischen Schranken festgelegt und ist venFebrm
I =R\ [—¢ ], [=R\]|c,c], I=|co0f,0der I =]—o0,c|.

Als Werte fir das Niveauv werden oft0.1, 0.05 und0.01 gewahlt.

10.2 Wichtige Test bei Normalverteilungsannahme

Wir nehmen nun an, dasky, ..., X,, unablangig, identischV (., o2)-verteilt sind. Die
wichtigsten Tests verwenden Nullhypothesdrer Erwartungswert und Varianz.

Wir geben die Konstruktion verschiedener Tests nach obigenzip an.
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Gaul3-Test
1. Xi,..., X, unablangig, identischV (u, o7 )-verteilt, 72 bekannt.
2.@) Hy: p=ypo, b) Hy: p<po, €) Ho: p>po
3. Die TestgolRe
T(Xy,...,X,) = \;—Oﬁ()_((n) )

ist nach Satz 8.8.1N (0, 1)-verteilt, fallsp = p gilt.

. Ablehnung, falls

a) |T| > Url—q/2, b) T > Ui_q, C) T < Ug.

t-Test
1. Xi,..., X, unablangig, identischV (u, 0?)-verteilt, o> unbekannt.
2.@)Hy: p=ypo, b) Ho: p<po, C)Hy: pu2>po
3. Die TestgoRRe

X —
T(X1,..., X,) = /n—_Ho

ist nach Satz 8.8.1¢,,_;-verteilt, fallsp. = pq gilt.

. Ablehnung, falls

a) ‘Tl > tn—l;l—a/Qa b) T> tnfl;lfay C) T < tnfl;or

y2-Streuungstest

. X1, ..., X, unablangig, identischV (u, o?)-verteilt,  unbekannt.

a)Hy: o*=02, b) Hy: 02<o0%, <) Hy: o0*>>0c}

Die TestgolRe
n—1 _,

-5
03 (n)

T(X1,...,X,) =

ist nach Satz 8.8.1y2_,-verteilt, fallso® = o2 gilt.

. Ablehnung, falls
a) T< Xi_l;a/Q oder 7' > X72’L—1;1—a/27 b) T> Xifl;lfom C) T< X?L*l;a'
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Kapitel 11

Multivariate Vertellungen und Summen
von Zufallsvariablen

Bisher hatten wir haupéshlich unabkngige, identische verteilte Zufallsvariabl&np, . . ., X,
betrachtet, um Messreihen als Realisierungen von Zufaiégan zu modellieren.

Manchmal nochte man aber auch das Zusammenwirken mehrerer Zufédlblen X, . . ., X,
untersuchen, die nicht unadgig voneinander sind (z.B. Kursvéulfe von Aktien). Wir
betrachten nun die gemeinsame Verteilung des Zufallsyekto= (X,...,X,,)" und
besclaftigen uns auch mit der Frage, wie die Summe von Zufallaléen verteilt ist.

11.1 Grundlegende Definitionen

Wir haben bereits die gemeinsame Verteilungsfunktion vafalsvariablenXy, ..., X,
kennengelernt. Wir bauen nun auf dieser Definition auf.

Definition 11.1.1 SeienXy, X5, ..., X,, Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionén, . . ., F,,.
Die gemeinsame Verteilungsfunktimon X, X, ..., X,, ist definiert durch

F(zy,...,x,) = P(Xqy <1, , Xy <), (21,...,2,) €R™

Man nenntF’ auch die Verteilung des Zufallsvekto¥s= (X, ..., X,,)”.

Eine Funktionf : R™ — [0, co) heiRtgemeinsame Dichteon X, ..., X,,, wenn gilt

In X1
F($1,-~-,In)=/ / f(s1,. . 8n)dsy...ds, Y (z1,...,2,) € R".

Der Vektor
p=(E(X)),...,E(X,)"
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heilt (im Falle seiner Existenz) Erwartungswert(vektor) %or- (X, ..., X,,)’. Die Ma-
trix
Var(X) Cov Xy, Xy) -+ CovXy, X,)
Cou Xy, X;)  Var(Xy) -+ CouXy, X,)
Cov X, X;) Var(X,,)
heilt (im Falle ihrer ExistenZfovarianzmatrixvon X = (X,..., X,,)%.

Hierbei ist dieKovarianzzweier Zufallsvariablen;, X; definiert durch
ComX;, Xj) = E((X; — BE(Xi))(X; — E(X}))),

sofern VatX;) < oco,i=1,...,n.

Bemerkungen: X = (X1, ..., X,,)T habe die gemeinsame Dichtéz, ..., z,).

e Esqilt
Fi(x;)) = P(X; <x;) = /ﬂfz /00 /00 f(s1,-.y80)dsy ... dsi_1dsiyq ... ds, ds;.
=i(s:) ’
und somit
E(X;) :/OO z; f(x;) dx; :/00 /OO x; f(x1,...,2n)dzy ... dzy,
sowie
Cov(X;, X;) = /OO e /OO (x; — E(X)))(z; — E(X))) f(x1,...,2,) dxy . .. dxy,.

Offensichtlich ist VafX;) = Cov( X}, X;).

e Man zeigt leicht, dass

b by
P(a1§X1§b1,...,an§Xn§bn):/ f(s1,...,8,)dsy...dspy.

1

Beispiel: Die multivariate Normalverteilung

Die wichtigste multivariate Verteilung ist die multivareaNormalverteilungV,, (u, X): Sei
X =1+ (Xy,...,X,)T ein Vektor von normalverteilten Zufallsvariablen mit Emangs-
werty = (E(X,), ..., F(X,))" und Kovarianzmatrix:, dann besitzt die multivariate Nor-
malverteilung die Dichte

fl@) = — L benTE e

(2m)"/2y/dets 7

x € R".
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O

Im Fall von Unablngigkeit ist die gemeinsame Dichte das Produkt der Eindsteh:

Satz 11.1.2SeienXy, ..., X,, unabléngige Zufallsvariablen mit Dichtef (1), . . ., fu(z5).
Dann hatX = (X,..., X,)? die gemeinsame Dichte

(111) f(x1a7xn) :fl(l‘l)fn(xn)

Hat umgekehrtX = (Xi,..., X,,)T eine gemeinsame Dichte mit der Produktdarstellung
(11.1) dann sindXj, ..., X,, unabléangig.

Definition 11.1.3 Zufallsvariablen X, ..., X,, mit Var(X;) < oo, i = 1,...,n, heil3en
paarweise unkorreligrivenn gilt

CovX;, X;) =0 furallei# j.
Unablangigkeit hat paarwiese Unkorreliertheit zur Folge:

Satz 11.1.4SeienXy, . .., X,, unabténgige Zufallsvariablen mit V@X;) < oo,i =1,...,n.
Dann gilt
CovX;,X;) =0 furallei#j.

Fur gemeinsam normalverteilte Zufallsvariablen sind Urgadgigkeit und paarwiese Un-
korreliertheit sogaaquivalent.

Lemmall.l5X = (Xi,...,X,)T sei N,(u, X)-verteilt. Dann sindX1, ..., X,, genau
dann unabBngig, wenn sie paarwiese unkorreliert sind.

Beweis Wegen Satz 11.1.4 ist nur zu zeigen, dass aus paarweiserrghértheit die Un-
abhangigkeit folgt. SindX;, . . ., X,, paarwiese unkorreliert, dann gilt= diag(c?, ..., 0?)
und daher lautet die gemeinsame Dichte

1 1 Ty—1 1 _imw)®
— —g@—p) X7 (@—p) 202 _ o
1= Gryavaes” CoR e filea)fnlion)

1 L (BiTHiy2
i\Ti) = e 2
fi(@:) o

Also sind X4, ..., X,, unablangig nach Satz 11.1.21]
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11.2 Verteilung der Summe von Zufallsvariablen

Seien X, X, unabléngige stetige Zufallsvariablen mit Dichtgi(z;) und fo(z5). Wie
sieht die Dichte vonX; + X, aus? Wir beitigen die folgende Definition.

Definition 11.2.1 Falls fur die Funktionenf, g : R — R das Integral

(f * 9)a / f—v)

fur alle = existiert, dann heil3f * ¢g die Faltungvon f undg.
Dann gilt

Satz 11.2.2Seien X, X, unabléngige stetige Zufallsvariablen mit Dichtef(z;) und
f2(z2). Dann hatX; + X, die Dichtef x g.

Damit laf3t sich zeigen:

Satz 11.2.3SeienX;, X,, ..., X,, unablangige Zufallsvariablen, di&/(u;, 02)-verteilt sind.
DannistX = X; + Xs + ... + X,, N(u, o?)-verteilt mit

W= 1+ Uo + ...+ Un, 02zaf+a§+...+ai.
Im Fall diskreter Zufallsvariablen gibt es analoge Aussage

Definition 11.2.4 Fur f = (f;)icz, 9 = (9:)icz ist die diskrete Faltung vorf und g defi-
niert durch
(fx9)i=)_ fisjg;
JEZ

Analog zu Satz 11.2.3 gilt nun

Satz 11.2.5SeienX;, X, unablangige diskreteZ-wertige und setz¢y, = (P(X; =
D))iezs fxo = (P(X2 = 1))sez. Dannistfx, +x, == (P(X; + X2 = 9));ez gegeben durch

[xi+x, = fxy % [x
Als Anwendung erilt man z.B.

Satz 11.2.6SeienX, X, unablangige Poisson-verteilte Zufallsvariablen mit Parameter
A bzw. 5. Dann istX; + X, Poisson-verteilt mit Parametey; + A\

Beispiel: Beim radioaktiven Zerfall einer Substanz werden ionisidesheilchen frei. Mit
einem Geiger-Mller-Zahlrohr Ahlt man die innerhalb einer Minute eintreffenden Teil-
chen. Deren Anzahl ist Poisson-verteilt. Hat man zwei raklive Substanzen mit Poisson-
Verteilungen zu Parametemy und \;, so geliigt die Gesamtheit der pro Zeitintervall pro-
duzierten Teilchen einer Poisson-Verteilungen zum Pat@me + ..
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