Kapitel 9

Schatzverfahren und
Konfidenzintervalle

9.1 Grundlagen zu Schkitzverfahren

Fur eine Messreihe, ..., z, wird im Folgenden angenommen, dass sie durdieiche
Zufallsexperimente unabhangig voneinander ermittelider. Jeden Messwert sehen wir
als unabhangige Realisierung einer Zufallsvariablan. Als mathematisches Modell fur
das Entstehen von Messreihen werden im folgenden unalgemndentisch wieX verteilte

ZufallsvariablenX, . .., X,, verwendet. Eine Messreihsg, ..., x, wird als Realisierung
der ZufallsvariablenX;, . . ., X,, angesehen, wir nehmen also an, dass ein Ergebsis)
existiert mit

ry=X1(w), ...,z = Xp(w).

Es wird nun angenommen, dass die Verteilungsfunkfiomon X, die auch die Verteilungs-
funktion der unabhangigen, identisch verteilten ZufatgablenX;, 1 < i < n, ist, einer
durch einen Parametére © c R* parametrisierten Familie

Fy, 0€0,

von Verteilungsfunktionen angehort. Dieser Parameter eth durch ihn bestimmter Zah-
lenwert7(#) mit einer Abbildungr : © — R sei unbekannt und soll aufgrund der Messrei-
he naherungsweise geschatzt werden.

Beispiel: X und alleX, ..., X,, seien normalverteiltFy mit
0 = (u,0%) € © = Rx]0, 00|

ist dann die Verteilungsfunktion eindf(u, o%)-Verteilung. Soll der Erwartungswert geschatzt
werden, so ist(6) = . Will man die Varianz schatzen, dann igt)) = o2.
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Definition 9.1.1 Ein Schatzverfahreonder eineSchatzfunktioroder kurz einSchatzelist

eine Abbildung
T,: R" = R.

Sie ordnet einer Messreihg, . . ., z,, einenSchatzwert’, (x4, ..., z,) fur den unbekann-
ten Wertr(0) zu.

Die ZufallsvariableT,, (X, . .., X,,) heil3tSchatzvariable
Erwartungswert und Varianz der SchatzvariablgnX, ..., X,,) sowie allerX; hangen

von der Verteilungsfunktiotty ab, die seiner Berechnung zugrundegelegt wird. Um dies zu
verdeutlichen, schreiben wir

Eo(To(X1,. ... X)), Ep(X)),...

sowie
Vary(T,(X1,...,X,)), Var(Xy),...

AulRerdem schreiben wir fur durdh berechnete Wahrscheinlichkeiten

Pyla < Tu(Xy,..., X,) <b), Pola< Xy <b),...

Definition 9.1.2 Ein SclatzerT,, : R™ — R heildterwartungstretiir 7 : © — R, falls gilt
Ey(T,(Xy,...,X,)) =7(0) furalled € ©.

Beispiele:

1. 7 sei gegeben durch(f) = Ey(X) = p. Das arithmetische MitteK,,) = (X, +
...+ X,) ist ein erwartungstreuer Schatzer fi{). Tatsachlich gilt

_ 1 1 1
Ey(X(ny) = Eg(g(Xl +...+X,)) = ﬁ(E@(Xl) + ...+ Ey(X,)) = L= [l
2. 7 sei gegeben durch(9) = Var,(X). Die Stichprobenvariang; ) := ;25 371, (Xi—
X(n))? ist ein erwartungstreuer Schatzer fi{f)). Denn es gilt

n n

Y (X = Xw) =D ((Xs = p) = (Xny — )

=1 i=1
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Nun gilt Eo((X () — p)?) = Varg(X(,)) = »nVary(X), also

_n2

2 <Z(Xi - X(n))2> =D Bo((Xi = 1)) = nEy((Xm = 1)?)

=1

= nVary(X) — n%Varg(X) = (n — 1)Varg(X).

Als Abschwachung der Erwartungstreue betrachtet man pistische Erwartungstreue bei
wachsender Stichprobenlange.

Definition 9.1.3 Ein Folge von ScéitzerT,, : R" — R, n = 1,2,... heildtasymptotisch
erwartungstretdir 7 : © — R, falls gilt

lim Ey(Ty(X1, ..., X)) =7(0) furalled c o.

n—oo

Zur Beurteilung der Gite eines Schatzers dient der

Mittlere quadratische Fehler (mean squared error)

MSEy(T) := Eo((T — 7(6))%).
Offensichtlich gilt

T erwartungstreu — M SEy(T) = Vary(T).
Sind77 undT; zwei Schatzer fur, dann heil3; effizienteralsTs, wenn gilt
MSEy(Ty) < MSEy(Ty) V6 e€O.

Sind T3, T; erwartungstreu, dann bedeutet dies

Vary(T)) < Vary(T;) V0 € ©.
Definition 9.1.4 Ein Folge von SchtzernTy, Ts, . . . heildtkonsistentfur 7, wenn #@r alle

e > 0und alled € © gilt

lim Py (|T.(X1,...,X,) —7(0)] >¢)=0.

n—o0

Sie heilskonsistent im quadratischen Mittilr 7, wenn @ir alle 6 € © qilt

lim MSEy(T,) = 0.

n—o0

Es gilt folgender
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Satz 9.1.5Ist T, Ts, . . . eine Folge von Sélizern, die erwartungstretif 7 sind und gilt

lim Vary(7T,(Xy,...,X,)) =0 furalled € 0,

n—o0

dann ist die Folge von Sélkzern konsistentif .

Beweis WegenF, (T, (X1, ..., X,)) = 7(0) gilt nach der Ungleichung von Tschebyschev

< Vary (T, (X1, ..., X,))

Py(|Tu(X1,. ... X)) — 7(0)] > €) 0.

£2
O

Allgemeiner haben wir mit ganz ahnlichem Beweis

Satz 9.1.6Ist T}, Ts, . .. eine Folge von Sdéltzern, die konsistent im quadratischen Mittel
fur 7 ist, dann ist die Folge von Satrern konsistentif 7.

Beispiel: Es seiX N(u,o?)-verteilt,d = (u,0%) € © = Rx]0,00[ und7(0) = p. Der

Schatzer .

ist nach Satz 8.8.%(u, 0% /n)-verteilt, also erwartungstreu mit Varianz
Vary(T,(X1,...,X,)) =0%/n— 0 furn — co.

Daher ist die Schatzerfolge nach Satz 9.1.5 auch konsisten

9.2 Maximum-Likelihood-Schatzer

Bei gegebener Verteilungsklassg, 0 € O, lassen sich Schatzer fur den Paraméteft
mit der Maximume-Likelihood-Methode gewinnen.

Sind die zugrundeliegenden Zufallsvariabl&n, . . ., X, stetig verteilt, so ist die Vertei-
lungsfunktionfy durch eine Dichte

f@(ZL‘), T e R,
bestimmt. Im Fall diskreter Zufallsvariablen, bzw. X, . .., X,, definieren wir

fo(x) = Py(X = z) fur allex aus dem Wertevorraf von X .



S. Ulbrich: Mathematik IV fiir Elektrotechnik, Mathematik fiir Informatik 105

Definition 9.2.1 Fur eine Messreihe, ..., x, heil3t die Funktior.(-; z1, ..., z,) mit

L(O;21,...,m0) = fo(w1) - fo(w2) - ... fo(wn)
die zuzx,, ..., z, geldrige Likelihood-Funktion

Ein Parameterwert o
0=0(xy,...,x,)
mit A
L(O;xy,...,2,) > L(6;21,...,2,) furalled co©

heiRtMaximum-Likelihood-Schatzwefiir 0. Existiert zu jeder rdglichen Messreihe, , . ..

ein Maximum-Likelihood-Sétzwertd(z,, . . . , 2, ), dann heilt
T,: X" >R, T(xy,...,x2,)= é(xl,...,xn)

Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel: Die Zufallsvariablen seien Poisson-verteilt mit Paraméte 0, also

o
fo(z) = ge_e, x € NU{0}.
Dies ergibt
. — 1 zi+...+Tn | ,—nb
L(¢97$17,l‘n)—m¢9 - € y .TZENU{O}

L wird genau dann maximal, wenn die Log-Likelihood-Funktiofl), also
InL(0;2,...,2,) = —nb —In(xq! -+ 2,)) + (21 + ... + 2,) Inb,
maximal wird. Die erste Ableitung dieser Funktion nacist

dinL 1+ ...+ x,
= S

do 0

mit der eindeutigen Nullstelle

A 1
H(xl,...,xn):ﬁ(a:1+...—|—xn).

Da die zweite Ableitung negativ ist, igtder Maximum-Likelihood-Schatzer fi#rund ist

nichts anderes als das arithmetische Mittel.

7‘1‘71
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9.3 Konfidenzintervalle

Die Situation sei wie beim Schatzen. Es wird eine Messreihe. ., z,, beobachtet und
es sollen diesmal Ober- und Unterschranken fur den Wéjtaus der Messreihe ermittelt
werden. Durch ein Paar

U:R" >R, O:R"—=R

von Schatzern mit
U(zy,...,xn) < O(xq,...,2,)

wird ein “zufalliges Intervall”
I(Xq,..., X)) =[UXq,...,X,),0(Xq,...,X,)]

definiert.

Definition 9.3.1 Sei0 < a < 1. Das zudillige Intervall I (X}, ..., X,,) heiBtKonfidenzin-
tervallfur 7(6) zumKonfidenznivead — «, falls gilt

Py(U(Xq,...,X,) <7(0) <O(Xq,...,X,)) >1—a furalled € ©.
Das zu einer bestimmten Messreihe. . ., x,, getorige Intervall
Iz, ... xn) = [U(x1, ..., 20),0(21, .. ., 2]

heiRtkonkretes Schatzintervdllr 7(9).

Die Forderung stellt sicher, dass mit Wahrscheinlichkeitx ein konkretes Schatzintervall
den Wertr () enthalt.

9.3.1 Konstruktion von Konfidenzintervallen

Wir nehmen an, das, ..., X,, unabhangig, identisch normalverteilt sind. Die Vertei-
lungsfunktionFy ist dann durch den zweidimensionalen Paraméter (1, o%) bestimmt
durch

Fola) = Fipen() = (221

g

Mit den bereits eingefuhrten Bezeichnungen

n

\ 1 - 2 1 \ 2
=1

i=1

erhalt man folgende Konfidenzintervalle zum Nivdau «:
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Konfidenzintervall fir 1 bei bekannter Varianz o2 = o3:

Hierist® = {(u,02) : p € R} und7(#) = p. Das Konfidenzintervall fu lautet

I(X1,.. 0, X,) = | Xy — &m+map

0o
Ul—q 2
mit dem(1 — a/2)-Quantilu,_,» der N (0, 1)-Verteilung, also
(I)(ul_a/g) =1- Oz/2
Begriindung: X, ist nach Satz 8.8.N (p, 02 /n)-verteilt. Also gilt:

Xn - . .
Y, = il O B ist N (0, 1)-verteilt

Wegen®(—ui_q/2) = a/2 gilt
P@(_ul—a/Q S Yn S ul—a/Q) =1-a.
Einsetzen und Umformen ergibt

Py(—t1—as < X( <U1 a2) = Po | Xy — wi—ajo— Xn)ﬂLUl—a/Q2 =l—-a.
oo/v/n \/_ N Vn

Konfidenzintervall fir 1 bei unbekannter Varianz o:

Hierist®© = {(u,0?) : p € R,0% > 0} und7(0) = u. Das Konfidenzintervall fu lautet

Sz S2
( )7X(n) +tn71;17a/2 T(l)

](Xla SRE) Xn) = X(n) - tnfl;lfa/Q

mit dem(1 — «/2)-Quantilt,,_,,;_,/» dert,_,-Verteilung.

Begriindung: Nach Satz 8.8.1 ist

X — H
S(Zn)/n

Y, = istt,_;-verteilt

Eine Rechnung vollig analog wie eben liefert das Konfidetezivall.
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Konfidenzintervall fir o2 bei bekanntem Erwartungswert ji = juo:

Hier ist®© = {(uo,0?) : 02 > 0} und7(#) = o2. Das Konfidenzintervall fis? lautet

I[(Xy,....X,) = [Z?ngi - uo)Q’ i (Xi — M0)2] .

Xn;lfa/Q Xi;a/2

Begrindung: Jedes)% ist N(0, 1)-verteilt. Wegen der Unabhangigkeit ist also nach 8.8
L3 (X — po)? x2-verteilt. Dies ergibt

i=1

1 n
Fy <X$L;a/2 < 2 Z(Xz — o) < Xi;la/2> =l-a

und Auflosen nach? liefert das Konfidenzintervall.

Konfidenzintervall fir o2 bei unbekanntem Erwartungswert:

Hier ist©® = {(u,0?) : pe R, 0% >0} und7(d) = o> Das Konfidenzintervall fir?

lautet
[(n — l)S(Zn) (n— 1)S(Qn)

I[(X1,...,X,) =

2 ’ 2
Xn—l;l—a/Q Xn—l;oz/Q

Begriindung: Nach Satz 8.8.1 isﬁ;TlS(Qn) x2_,-verteilt. Dies ergibt

n—1
P@ (X?%,—l;a/Q S 0_2 S(Qn) S X727,—1;1—o¢/2) e 1 —

und Auflosen nach? liefert das Konfidenzintervall.



