Kapitel 8

Grundbegriffe der Statistik und
Wahrscheinlichkeitstheorie

8.1 Messreihen

Im Folgenden werden zwei Typen vierkmalenbetrachtet:

e quantitativ-diskretez.B. Alter in Jahren, Geschosszahl eines Gebaudes,...
Die Merkmalauspagungersind dann ganze Zahlen.

e quantitativ-stetigez.B. Gebaudehohe, Temperatur,...
Die Merkmalauspégungersind dann reelle Zahlen.

Am Beginn einer statistischen Untersuchung stehtimmemaierfache Beobachtung eines
Merkmals. Das Beobachtungsergebnis ist dann Elessreihevon n Zahlen

T1,L2y...,Tp.
Definition 8.1.1 Seixy, z», ..., z, eine Messreihe. Ordnet man die Werte der Messreihe
der GroRe nach, so ensteht die zugahe geordnete Messreihe
T(1), L(2)y -+ T(n)-
Sie besteht aus den gleichen Zahlen, aber so umgeordnsigittag,) < xz) < ... < 2.
Die empirische Verteilungsfunktioginer Messreihe, x,, . . ., x,, ist die Funktion

_ Zahlderz; mitz; <2  max{i : x;) <z}
n n '

F(zyxqy,29,...,2,)

Wahlt manr — 1 Zahlena; < ay < ... < a,_1, SO entsteht die Unterteilung vdin r
Klassen
R =] — 00, a1]U]ay, az] U - - - Ua, o, a,1]U]a, 1, 0o[.
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Mit der AbkirzungF(z) = F(z;x1,9,...,x,) €rgeben sich dann dielativen Klas-
senlaufigkeiterfur dieser Klassen zu
F(ay), F(as) — F(ay),...,F(a,—1) — F(a,—2),1 — F(a,_1).
Wahlt man noch zwei zusatzliche Zahlen
ap < min{ay, zy}, ar > max{a,_1,T@m)},

so konnen die relativen Klassenhaufigkeiten in eiistogramndargestellt werden: Uiber
jedem der Intervallés;_+,q;], 7 = 1, ..., r, wird ein Rechteck erreichtet, das die jeweilige
Klassenhaufigkeit als Flache hat.

Beispiel:
Die zur Messreihe
22 45 08 1.7 58 1.2 56 25 39 1.7
gehorige geordnete Messreihe ist
0.8 1.2 1.7 1.7 2.2 2.5 39 45 56 5.8.
Hierbei ist
) = T3, T(2) = Te, L (3) = T(4) = L4 = T10, L(5) — L1, L(6) = T8,
X(7) = Tg, T(8) = T2, T(9) = Tz, T(10) = T5.
Die empirische Verteilungsfunktion hat folgenden Graphen

1 T T T T T ’ T

0.9 o b
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Zu der Unterteilung
0<1<2<3<4<5<6

ergeben sich die Klassenhaufigkeiten

1 4-1 3 6-4_ 2 7-6_ 1 8-7 1 8 2

il - 2=

100 10 100 10 100 10 100 10 10° 10 10’

also das Histogramm

0.35

0
0 1 2 3 4 5 6

Zur Unterteilung
0<15<3<45<6

ergeben sich die Klassenhaufigkeiten

2 6—-2 4 8§—6 2 8 2

— = 1 — ==

100 10 100 10 10 10 10

mit zugehorigem Histogramm
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0.35

0.3 B

8.2 Lage- und Streumal3zahlen

Zur Beschreibung und Charakterisierung von Messreihamedi¢.age- und Streumalf3zah-
len.

Seixy, ..., x, eine Messreihe.

8.2.1 Lagemalizahlen

Beispiele fur Lagemal3zahlen sind

Arithmetisches Mittel:

_ 1
T = E(x1+x2+...+xn)
Median:
~ T(ny, falls n gerade,
xr =
z(nt1y, fallsn ungerade.

2

p-Quantil (0 <p < 1):

I E00E falls np ganzzabhlig,
T(npl+1), falls np nicht ganzzahlig
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Hierbei ist
[z] =max{z € Z : z <z} (GaussscheKlammer)
die grofite ganze Zakd .
a-gestutztes Mittel (0 < o < 0.5):

1
Fo= o (@ -+ ), k= [na]

Das0.25-Quantilz( o5 wird alsunteres Quartildas).75-Quantilx, 75 wird alsoberes Quar-
til bezeichnet.

8.2.2 Streuungsmalie

Beispiele fur Streuungsmalie sind:

Empirische Varianz oderempirische Stichprobenvarianz:

Empirische Streuung:

Spannweite:
U= Tm) —2()

Quartilabstand:
q = Zo.75 — 20.25-
8.2.3 Zweidimensionale Messreihen

Werden bei einer statistischen Erhebung zwei verschigdenemale gleichzeitig ermittelt,
so entstehemaweidimensionale Messreihahh. endliche Folgen

(xlayl)a (x27y2)7 R (xnayn)

Analog wie oben definieren wir folgende Mal3zahlen:

Arithmetische Mittel:

1 1
ng(x1+x2+...+:cn), yz;(y1+y2+...+yn)
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Empirische Varianzen:

1 < 1
2 ) =\2 2 ) —\ 2
Sa = 15(902—93), Sy = 1E(yz—y)

i=1 i=1

Empirische Streuungen:

J— 1
_ L )2 — AV
Sz = n_1§ (x: —2)%, sy = n_1§ (vi — 9)

i=1 i=1

Weiterhin sind auch folgende Mal3zahlen zwischen:damdy; von Bedeutung:

Empirische Kovarianz:

n

1

Say = n_liz;(xi—l‘)(yz‘—y)
Empirischer Korrelationskoeffizient:
_ Sy
Ty = 5 sy'
Bemerkung: Es gilt immer
—1<r, <1

Beweis Seiu = (z; — Z)1<i<n, v = (¥i — ¥)1<i<n. Dann gilt nach der Cauchy-Schwartz-
Ungleichung
ulv

= e [-1,1].
[ull; ]l

Try
O

Bemerkung: Die empirische Varianz? lasst sich auch nach der Formel berechnen

1 n
(8.1) s? = <Z x? — nx2>
n—1 —

Ebenso gilt fur die empirische Kovarianz

IRNES .
(8.2) Say = 7 (Zzl Ty — nxy)

Beweis Es gilt

(n—1)s* = Z(:cl — 1)’ = Z(azf — 22,7+ 7%) = fo —2nz® +nz® = Zazf —nz®.
=1 i=1 i=1 i=1

Die Formel furs,, folgt ganz analog.C

Zur Veranschaulichung einer zweidimensionalen Messdigret dasPunktediagramnbei

dem die Punktéx;, y;),7 = 1,...,n, als Punkte in einem — y-Koordinatensystem einge-
tragen werden.
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8.2.4 Regressionsgerade

Der Korrelationskoeffizient,, gibt Hinweise, ob dig/-Werte tendenziell monoton wach-
send oder monoton fallend von deAWerten abhangen. Fur diesen Zusammenhang soll
nun angenommen werden, dass er sich im wesentlichen dureHieeare Gleichung der
Form

y=axr—+b

beschreiben lasst. Wir nehmen also an, dass sich die Datktgoum eine Gerade mit der
Steigungae und Achsenabschnitt gruppieren. Wir wollen num und b bestimmen, damit
die Gerade moglichst gut zu den Datenpunkten passt. Dadr@udes Abstands zwischen
Datenpunktz;, y;) und einem Punktz;, ax; + b) auf der Geraden mit demselben/Nert

ist (y; — az; — b)?. Steigungz und Achsenabschnittder Geraden sollen nun so bestimmt
werden, dass die Summe all dieser Quadrate

n

S(a,b) = Z(yl — ax; — b)?

i=1

minimal wird. Wir erhalten dann die sogenaniRegressionsgerad&Vir suchen also eine
Losung des Problems

(8.3) min S(a,b).

(a,b)ER?

Bestimmung der Minimalstelle:

95(a,b) < B - 5 B
9 —;Z(yl ar; — b) (—x;) = 2;(%% ax; — bx;) = 0.

85(86;), b) — Z 2(y; —ax; —b) (1) = -2 ;(yz —ax; —b) =0.

=1
Die zweite Gleichung ergibt
ny —anx — nb = 0,
also
b=y —ax.
Einsetzen in die erste Gleichung ergibt

n

Z(xzyl —ax} — yr; +aZz;) =0

i=1

und somit

n n
== 2 —2
TiY; —NTY = a xT; —nNT .
i=1 i=1
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Insgesamt ergibt sich fiir die Losung, b) von (8.3) unter Verwendung von (8.1), (8.2):

Berechnung der Regressionsgerade:
y=axr+ l;,

mit . o
22‘11 TiYi — NTY  Sgy B _ =

n 2 o ) - 2
Do T — N Sz

—az.

a=

Wie bereits erwahnt, heisst die so gefundene GeRmtgessionsgerad®ie Abweichun-
gen der Punktér;, y;) von der Regressionsgerade in vertikaler Richtung

~

Tzzyl—dﬂf@—b, izl,...,n

heiRenResiduenNach kurzer Rechnung erhalt man folgende

Formel fir das Residuenquadrat:

n

St Y- p ).

i=1

Die vertikale Abweichung von der Regressionsgerade hélagteng mit dem Korrelations-
koeffizientenr,, zusammen. Fur die extremen Werlg = 1 bzw.r,, = —1 verschwinden
die Residuen, alle Punkte;, y;) liegen also auf der Regressionsgeraden.

Da die Werte

S:L‘ A~ S$
oy = —— und a=—*
Smsy S:c
gleiches Vorzeichen haben, ergibt sich alsorfijr> 0 eine streng monoton steigende, fur
rzy < 0 eine streng monoton fallende und ft}, = 0 eine horizontale Regressionsgerade.

Das Vorzeichen vom,, gibt also den Trend der Abhangigkeit dgiWerten von dene-
Werten an.

8.3 Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeit

8.3.1 Zufallsexperimente

Ein Vorgang, der so genau beschrieben ist, dass er als igetitbwiederholbar betrachtet
werden kann, und dessen Ergebnisse vom Zufall abhangeneneavirZufallsexperiment
Es wird angenommen, dass die Menge der moglichen Ergebsisgeit bekannt ist, dass
jedem Ergebnis ein Elementeiner Menge zugeordnet werden kann.
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Definition 8.3.1 2 heil3tErgebnismengeseine Elemente ErgebnisseTeilmengem C Q
heiRenEreignisseEin EreignisA C () tritt ein, falls ein Ergebnisv € A beobachtet wird.

Beispiele:

1. Wurf eines Wirfels) = {1,2,3,4,5,6}. Das EreignisA = {1, 3,5} tritt ein, falls
eine ungerade Zahl gewurfelt wird.

2. Wurf zweier unterscheidbarer Wurfék = {(i,7) : 4,7 € {1,2,3,4,5,6}}. Q hat
6 - 6 = 36 Elemente.

3. Wurfzweier nicht unterscheidbarer Wurf@l= {(i,5) : i,j € {1,2,3,4,5,6}, i < j}.
2 hat21 Elemente.

4. Lebensdauer eines Gerat@s=|0, oo|. Das EreignisA = {w € R : w > 100} tritt
ein, wenn das Gerat mehr dl80 Stunden fehlerfrei funktioniert.

Definition 8.3.2 Das aus zwei Ereignissehund B zusammengesetzte Ereigais) B tritt
ein, falls ein Ergebnisy mitw € A oderw € B (d.h.w € AU B) beobachtet wird.

Entsprechend tritt das Ereigni$¢ N B ein, falls ein Ergebnis) mitw € A undw € B (d.h.
w € AN B) beobachtet wird.

A° = Q\ A heil3t zuA komplementéres Ereignis

Zwei Ereignissel und B heiRenunvereinbarfalls AN B = (.

Die leere Mengé) heiltunmogliches Ereigniand) dassichere Ereignis
Die einelementigen Mengdn } von{2 heiRenElementarereignisse

Auch fir Folgen A, A,, . .. von Ereignissen definieren wir das zusammengesetzte Ereign
Ui~ 4, das eintritt, wenn mindestens eineintritt, und das Ereigni§);”, A;, das eintritt,
wenn alleA; zugleich eintreten.

8.3.2 Wahrscheinlichkeit

Fragt man im Falle der Betriebsdauer eines Gerates dawaekahrscheinlich es ist, dass
das Gerat exakt nach 100 Stunden (keinen Augenblick fragter spater!) seinen ersten
Defekt hat, dann ist dies praktisch ausgeschlossen. Fragjedoch danach, dass der erste
Defekt zwischer®0 und 100 Stunden auftritt, also nach der Wahrscheinlichkeit desgere
nissesA = [90, 100], dann ist dies eine sachgerechte Fragestellung.

Dies zeigt, dass es sinnvoll ist, die Wahrscheinlichkeg Bantretens von Ereignissen zu
betrachten. Wir haben dabei die Vorstellung, dass die Wabhislichkeit P(A) fur das



S. Ulbrich: Mathematik IV fiir Elektrotechnik, Mathematik fir Informatik 85
Eintreten des Ereignissesimmer genauer der relativen Haufigkeit des Eintretens Aon

in Versuchsserien entspricht, je langer die Versuchsreind.

Dazu betrachten wir ein Systerhvon Ereignissen (es muss nicht die Potenzmén(@e),
also die Menge aller Teilmengen vénsein!), das folgende Eigenschaften hat:

Definition 8.3.3 ein Systerd C P({2) von Ereignissen heif3t-Algebra wenn gilt:

a) Qe A
b) Falls A € A, dann gilt auchA® € A.
c) Mitjeder FolgeA;, A,,... € AgiltauchJ;Z, A; € A.
Bemerkung: Sind A, B € A, dann ist wegen b) und c) auch
ANB=(A°UB°)°‘ e A.
O

Eineo-Algebra erlaubt gerade die Verknupfungen von Ereigmisdes in der Praxis nitz-
lich sind. Um jedem Ereignis eine Wahrscheinlichkeit zudnen, betrachtet man eine
Abbildung P : A — R mit folgenden Eigenschaften:

Definition 8.3.4 Eine AbbildungP : A — R hei3tWahrscheinlichkeitsmafvenn sie den
folgendenAxiomen von Kolmogorowgerigt:

a) P(A)>0fur Ae A,
b) P(Q)

1,

c) P (U Ai> = ZP(AZ-) fur paarweise unvereinbarg,, A,, ... € A.
=1 =1

Bemerkung: ¢) umfasst auch endliche disjunkte Vereinigungi¢h, A; durch die Wahl

Aus diesen Axiomen folgen nitzliche Regeln fur das Renhm@& Wahrscheinlichkeiten
von Ereignisse, B, Ay, ..., A,:

P(®) =0,

0<P(A) <1,

P(A%) =1—- P(A),

ACB = P(A) < P(B),

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B),

n

P(AyU---UA,) = Z P(4;), fallsAy,..., A, paarweise unvereinbar (Additivitat).
i=1
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Falls die Ergebnismenge endlich ist, 6= {wy, . . ., w, }, und man wie beim Wurfelwurf
annehmen kann, dass jedes Elementarere{gnisgleich wahrscheinlich ist, dann folgt aus

der Additivitat .
PHwi})=—, i=1,...,n
n

und fur beilebige Ereignisse mit Elementzahl gilt
Elementzahl voml  #A
a n B #Q
Die Annahme gleicher Wahrscheinlichkeit fur die Elemeattaignisse heifltaplace-Annahme

P(A)

Beispiel: Drei Wiurfel werden geworfen. Wie grol3 ist die Wahrscheinkieit, dass die
Wiurfelsummel 1 ist?

Wir wahlenQ = {(i,5,k) : 4,5,k =1,...,6}. Dannist#Q = 63 = 216.

A sei das Ereignis "Wurfelsumme ist 11”.

Moglichkeiten fur die drei Summanden (der Grof3e nachdyset):
11=14+446=14+54+5=24+3+6=24+44+5=3+3+5=3+4+4.

Wir summieren die Anzahl der Tripel auf, die auf die angegelpeSummanden fiuhren:

#A=6+3+6+6+3+3=2T7.
Dies ergibt
C#A 21 1

Z =0,125.

PA=20 =516~ 3

8.3.3 Elementare Formeln der Kombinatorik

Zur Berechnung der Elementezahlen von Ereignissen werélgiighkombinatorische For-
meln verwendet. Wir geben einige wichtige Formeln an:

Sei(2 eine Menge mit: Elementen und € N.

Geordnete Probe mit Wiederholungen:
Ein k-Tupel (zq,...,zx) mitz; € Q, i = 1,...,k, heiBtgeordnete Proberon 2 vom
Umfangk mit Wiederholungerts gibt

n* (Anzahl geordneter Proben mit Wiederholungen)
solcher Proben (fur jede Stelle gibtedoglichkeiten).

Geordnete Probe ohne Wiederholungen:
Ein k-Tupel (z1,...,2), k < n,mitz; € Q,i =1,..., k, undz; # z; furi # j heildt
geordnete Probgon 2 vom Umfangk ohne Wiederholungeiks gibt

nn—1)(n—2)-...-(n—k+1) (Anzahl geordneter Proben ohne Wiederholungen)
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solcher Proben (fur die erste Stelle gibteBloglichkeiten, fur die zweite. — 1, usw.).
Im Fall £ = n spricht man von einéPermutationder Menge). Davon gibt es

n!l=nn—-1)(n—-2)-...-2-1 (Anzahl von Permutationen)
Ungeordnete Probe ohne Wiederholungen:

Eine Teilmeng€zy, ...,z }, k < n, vonQ) heilRtungeordnete Probeon (2 vom Umfang
k ohne Wiederholungeiks gibt

<n):n(n—l)(n—Q)-...-(n—k+1) nl

. - = i h) (Anzahlk-elem. Teilmengen)
. \n — .

solcher Proben (es gibtn — 1)(n — 2) ... (n — k + 1) geordnete Proben, aber jeweils
k! bestehen aus den gleichefElementen).

Beispiel:

1. Wie viele Moglichkeiten gibt eg; Einsen undh — k& Nullen anzuordnen?

Losung: Jede Anordnung der Einsen entspricht eirelementigen Teilmenge von
{1,...,n}, welche die Positionen der Einsen angibt. Al§p: Moglichkeiten.

2. Beim Austeilen gemischter Karten (32 Karten, davon 4 AsseA das Ereignis "die
ersten drei Karten sind Asse”. Dann gilt unter der Laplacsahme

C4-3-2.200 24 1

P(A = = )
(4) 32! 32-31-30 1240

8.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unablangigkeit

8.4.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Seien A, B zwei Ereignisse mitP?(B) > 0. Oft interessiert die Wahrscheinlichkeit von
A unter der Bedingung, dagds eintritt. Man definiert dies®edingte Wahrscheinlichkeit
P(A|B) von A unter der Bedingung durch

Bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B:
P(ANB)
P(B)

Beispiel: Beim Ziehen von einem gemischten Kartenstapel (32 Kartekssk) betrachte
die Ereignissed "die zweite Karte ist ein Ass” un@® "die erste Karte ist ein Ass”. Dann

gilt

P(A|B) =

4310 1 4-3-300 12
PB) == =5 PUNB=—5— =557
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Dies ergibt
12-8 3
P(AB) = —— = —.
32-31 31
Direkte Rechnung: Wenn schon ein Ass gezogen ist, dannasidhrscheinlichkeit, dass

die zweite Karte wieder ein Ass ist

3 - 30! 3
P(A|B) = — = o
31! 31
Im Folgenden seien,, ..., A, paarweise unvereinbare Ereignisse, dthn A; = 0 fur

i # j,und es seJ;_, A; = Q. Man spricht von einevollstindigen Ereignisdisjunktion
Es gelten die folgenden Rechenregeln:
Regel von der vollsindigen Wahrscheinlichkeit:

Ay, ..., A, seieine vollstandige Ereignisdisjunktion ni{(A;) > 0,7 = 1,...,n. Dann

gilt:
ZP P(B|A;).

Beweis Esgilt P(A;)- P(B|A;) = P(B N A;). Die MengenC; = BN A; sind paarweise
disjunkt mit(J?_, C; = B. Wegen der Additivitat gilt also

zn:P(A P(B|A;) ZP =P (O CZ-) — P(B)

O
Formel von Bayes:
Ay, ..., A, sei eine vollstandige Ereignisdisjunktion nit{A;) > 0,7 = 1,...,n,undB
sei ein Ereignis mi’(B) > 0. Dann giltfuri = 1, ... n:
P(A)- P(BIA)
2 k=1 P(Ax) - P(B|Ay)

Beweis Der Nenner istP(B) nach der Regel von der vollstandigen Wahrscheinlichkeit.
Also ist die rechte Seite gegebn durch

P(Ai|B) =

P(A) - P(BlA)) _ P(A)-P(BNA)/P(A) _ P(BNA)
P(B) N P(B) - P(B)

P(A|B).

O

Beispiel: Bei einer Reihenuntersuchung sind die Ereignidséuntersuchter Patient ist
erkrankt” undB: "Befund positiv’ von Interesse. Es séi(A) = 0,001 die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Patient erkrankt ist. Weiter sef{B|A) = 0,92 und P(B|A°) = 0,01
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die Wahrscheinlichkeiten fur einen positiven Befund beeen erkrankten bzw. nicht er-
krankten Patienten.

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass eireRibiei einem positiven Befund
tatsachlich erkrankt ist, alsB(A|B).

Mit A; = A, A, = A° ergibt die Bayessche Formel

P(A)P(B|A) B 0,001 - 0,92
P(A)P(B|A) + P(A°)P(BJA¢) ~ 0,001-0,92+ 0,999 - 0,01

P(A|B) = =0, 0844.

Multiplikationsformel:
Ay, ..., A, seien Ereignisse mi(A; N A, N ---N A,) > 0. Dann gilt
P(AiNAyN---NA,) = P(A1) - P(As]Ay) - P(A3]A1NAg) - P(A A1 N N A,q).
Beweis \ollstandige Induktion nach: Furn = 2 gilt
Induktionsschritt:

P(Ay) - P(Ag|Ay) - P(A3]A1 N Ag) -+ P(A,|A1 N N A1)

NAAMN. b g A oA Ay ) PAL AL N A Ay ) = P(Ay N AL Ao Ay ),

O

8.4.2 Unablangigkeit

Beim zweifachen Werfen eines Wiirfels erkennt man, dasEdignisse
A ="1 beim zweiten Wurf] B = "1 beim ersten Wurf”

von vollig unabhangig ablaufenden Teilexperimentertibeat wird und fur die bedingte
Wahrscheinlichkeit gilt

P(ANB) 1/6-1/6

PAB)==pm = 1

= 1/6 = P(A).

Wir haben also
P(ANB) = P(A)- P(B).

Dies motiviert die
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Definition 8.4.1 Zwei Ereignissed und B heil3enunabhangigfalls gilt
P(ANB)=P(A)- P(B).
Ereignissed, ..., A, heilRervollstandig unabhangijdalls fur alle {4, ..., ix} C {1,...,n}

gilt

P(AyN--NA)=P(A,) ... P(A,).

i

Bemerkung: Aus der paarweisen Unabhangigkeit von mehr als zwei Eigsgn folgt nicht
immer die vollstandige Unabhangigkeit.

8.5 Zufallsvariablen und Verteilungsfunktion

Es sei(2 die Ergebnismenge und das Ereignissystem, auf dem die Wahrscheinlichkeit
P erklart ist. Oft ist man in der Statistik an einem dem Erdgsln € 2 zugeordneten
ZahlenwertX (w) interessiert.
Definition 8.5.1 EineZufallsvariablest eine Abbildung
X: Q=R
mit der Eigenschaft, dasairfjedes Intervalll C R die Urbildmenge
A={weQ: X(w)el}

zum Ereignissystemd gelbrt. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses himmt Werte
im Intervall I an” bezeichnet man alikzend mitP(X € I) und schreibt entsprechend

Pla<X <b), P(X<z), P(X<uz), P(|X—al<b), P(X=">0) usw.

Beispiel: Zwei Wiurfel werden geworfen. Wir wahlen = {(i,j) : i,5=1,...,6}. Wir
betrachten die Zufallsvariablg : (2 — R,

X((i,7)) =i+
X beschreibt also die Summe der beiden gewirfelten Zahlen.git zum Beipiel

%)= PU(11)) = 5, PIX=3) = P12, 2 )} = o

e
>
I
I

=

Jas
>
I

Definition 8.5.2 SeiX : 2 — R eine Zufallsvariable. Die Abbildung : R — R
F(z)=P(X <z), zeR,

heiRtVerteilungsfunktiorder ZufallsvariableX .
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Man kann zeigen, dass mit den Abkirzungen

F(ax+) = }Li{(%F(:C—l—h), F(z—) = lim F(x — h),

hN\O
F(—o00)= lim F(z), F(co)= lim F(x)

gilt: Verteilungsfunktionen sind monoton wachsende Fiamgn mit
F(—00)=0, F(o)=1, F(az+)=F(zr) VxeR.

Zudem lassen sich alle interessierenden Wahrscheinitelnken Zusammenhang mit der
ZufallsvariableX berechnen:

P(X = a) = F(a) — F(a-),
Pla< X <b)=F(b) — F(a),
Pla< X <b)=F(b—)— F(a—),
Pla< X <) = F(b) - F(a"),
P(X >a)=1-F(a).

Eine ZufallsvariableX heifRtdiskret verteilf wenn sie nur endlich viele oder abzahlbar un-
endlich viele Werter,, x,, ... annimmt. lhre Verteilungsfunktion ist eine monoton wach-
sende Treppenfunktion, die jeweils an den StelleBpriinge der HOh& (X = z;) hat.

Eine ZufallsvariableX heil3tstetig verteilt mit der Dichtg, wenn ihre Verteilungsfunktion

F durch .
:/ f(t)dt, =z eR,

gegeben ist. Die Dichte ist hierbei eine nichtnegative Fonk die Verteilungsfunktiort”’
ist stetig und es gilt”(z) = f(x) fur alle Stetigkeitsstellem von f.

8.5.1 Beispiele fur diskrete Verteilungen
Geometrische Verteilung

Es sei0 < p < 1. Eine ZufallsvariableX mit dem WertebereictN = {1,2,...} heil3t
geometrisch verteilnit dem Parametey, falls

PX=i)=(1-p)'p, i=12...

Anwendung: Wird ein Zufallsexperiment, bei dem ein bestimmtes Ereigmit Wahr-
scheinlichkeitp eintritt, so lange unabhangig wiederholt, bis zum ersteal tMeses Er-
eignis eintritt, dann kann die Anzahl der dazu benotigtersMche durch eine geometrisch
verteilte Zufallsvariable modelliert werden ("Warten a@en ersten Erfolg”).
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Binomialverteilung

Seinen € Nund0 < p < 1. Eine ZufallsvariableX mit dem WertebereiclN, =
{0,1,2,...} heiRtbinomialverteiltmit Parameterm undp, kurz B(n, p)-verteilt, falls

P(X =) = (?)pi(l P i=0,1,... 0.

Anwendung: Wird ein Zufallsexperiment, bei dem ein bestimmtes Ereigmit Wahr-
scheinlichkeitp eintritt, n-mal unabhangig wiederholt, und dabei gezahlt, wie ofisds
Ereignis eintritt, so kann diese zufallige Anzahl &&, p)-verteilte ZufallsvariableX be-
schrieben werden ("Anzahl der Erfolge beVersuchen”).

Poissonverteilung

Sei\ > 0. Eine ZufallsvariableX mit dem WertebereictN U {0} heil3tPoisson-verteilt
falls gilt

)\i
P(X =i)= ,—'e*A, i=0,1,2,...
1!

Sie eignet sich zur Modellierung von Zahlergebnissendotten Typs: In einer Telefonzen-
trale wird die Anzahl der innerhalb von 10 Minuten eingelemAnrufe gezahlt) gibt die
"mittlere Anzahl” der eingehenden Anrufe an.

8.5.2 Beispiele fir stetige Verteilungen
Rechteckverteilung

Es seia < b. Eine stetig verteilte Zufallsvariable mit der Dichte

0 sonst

heiBtrechteckverteilim Intervall [a, b], kurz R(a, b)-verteilt. Fur die Verteilungsfunktion
ergibt sich

==

S N

8

—2 a <z <b,
—a
x> b.

Fa)= [ foae=

— o
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Exponentialverteilung

Sei)\ > 0. Eine stetig verteilte Zufallsvariabl® mit der Dichte

f@:{o, t<0,

e ™Mt >0,

heil3texponentialverteilinit Parameten, kurz Ex(\)-verteilt. Fur die Verteilungsfunktion
ergibt sich
* 0 x <0
F(z) = tydt =<’ ’
(=) /_oof<) {1—6_’\9”, x> 0.

Normalverteilung

E seienu € Rundo > 0. Eine stetig verteilte Zufallsvariabl® mit der Dichte

1

oV 2

e 2T te R,

Y

ft) =

heiRtnormalverteiltmit Parametey; undo?, kurz: N (u, o?)-verteilt.

Im Fall © = 0,02 = 1 spricht man von eineBtandard-Normalverteilungnd bezeichnet
ihre Verteilungsfunktion mit

1 X
O(z) = E/ e /2 gt

® ist nicht geschlossen angebbar und muss tabelliert odeemsrch ausgewertet werden.
Offensichtlich gilt
1
®(0) = 2 O(—z)=1—-P(x), z>0.

Ist X eine N(u,o?)-verteilte Zufallsvariable, dann rechnet man leicht natdss die Ver-
teilungsfunktion durch

F

) =@ (1)

gegeben ist. Tatsachlich ergibt sich durch die Substituti= =~

1 X
F, (x) = / e~
oV2T J_oo

T—p
o

t=py2 1 12 T —p
GOt = — e 2 ds=o
2T /oo o

NI
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8.6 Erwartungswert und Varianz

Ist X eine diskret verteilte Zufallsvariable mit den Werten ., . . ., so heif3t

B(X) = inP(X = ;)

Erwartungswertvon X, falls ) . |z;| P(X = z;) < oc.
Ist X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichfe so heil3t

B(X) = /_OO © f(z) da

o0

Erwartungswertvon X, falls [~ _|z| f(z) dz < oc.

Beispiele:

1. SeiX Poisson-verteilt mit Paramet&r> 0.

o0 [e.9]

)\z B B )\ifl B
E(X):ZZﬁe A= e /\Z(i—l)' = de et =\
i=0 i=1 )

2. SeiX exponentialverteilt. Dann gilt

E(X):/ :E)\e_’\xd:p:—xe_)‘x|8°+/ e_AxdeO_Xe_)\ﬂgO:X'
0 0

Isth : R — R eine stuickweise stetige Funktion. Dann hat die Zufalistde /(X ) fur eine
diskret verteilt Zufallsvariabl& den Erwartungswert (im Falle seiner Existenz)

E(h(X)) = Z h(z;)P(X = ;).

Ist X stetig verteilt mit Dichtef, dann hath(X) den Erwartungswert (im Falle seiner
Existenz)

oo

B(h(X)) = / h(z) f(z) de.

Der Erwartungswert der quadratischen Abweichung der BvaliablenX von ihrem Er-
wartungswert(X) hei3tVarianzvon X :

Var(X) = E([X — BE(X)]?).

Die Standardabweichung vaX ist definiert durch,/Var(X).
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8.6.1 Rechenregeln

Es gelten folgende Rechenregeln:

E(aX +b) =aF(X)+0b
E(hi(X)+ he(X)) = E(h1(X)) + E(ho(X)).
Daraus erhalt man
Var(X) = E(X?) — (E(X))*.
Begriindung: Es gilt

Var(X) = E([X — BE(X)]?) = E(X? - 2E(X)X + E(X)?)
(X?) = EQE(X)X) + E(E(X)?) = E(X?*) - 2BE(X)E(X) + E(X)*
( 2

(X*) — B(X)™.

[l
mm

Aul3erdem gilt
Var(aX + b) = a*Var(X),

da

Var(aX +b) = E((aX +b)?) — (E(aX +1))? = E(a?X? + 2abX + b*) — (aE(X) + b)?
= a?E(X?) +2abE(X) +b* — a®’E(X)? — 2abE(X) — b*
= d*(E(X?) — E(X)?) = a*Var(X).

Einige Beispiele:

Verteilung| F(X) | Var(X)
N(p,0%) | n o’
B(n,p) | np | np(l—p)

Die Tschebyschevsche Ungleichung stellt einen Zusamnmgnhaischen Erwartungswert
und Varianz her:

Tschebyschevsche Ungleichung:
Es gilt
Var(X)

c2

P(IX — E(X)| > ¢) < , e>0.
Aus der Definition des Erwartungswerts ist klar, dass fiiallsvariablenX;, X, ..., X,
gilt

EXi+...+X,) =EXy)+...+ BE(X,).
Die Frage, ob eine entsprechende Formel auch fur die \lagtn fuhrt auf den Begriff der
Unabhangigkeit von ZufallsvariableX;, X5, ..., X,,.
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Definition 8.6.1 SeienX;, X, ..., X,, Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionén, . . ., F,.
Die gemeinsame Verteilungsfunktimon X, X5, ..., X, ist definiert durch

F(zy,...,2,) = P(Xqg <1, , X\, <), (21,...,2,) €ER™
Die Zufallsvariablen hei3ennabhangigwenn @rr alle (x4, . . ., x,) € R" die Ereignisse
{Xi <a}, - {Xn <}
vollstandig unablngig sind, also
PXi<mz, -, Xp<x,)=P(Xg<x1)-...- P(X,, < z,)

oder kurz
F(zy,...,x,) = Fi(xy) - ... - F(xy).

Satz 8.6.2Die ZufallsvariablenX, X5, ..., X,, seien unabéngig. Dann gilt

Var(X; + ...+ X)) = Var(X;) + ... + Var(X,,).

8.7 Gesetz der grol3en Zahlen, zentraler Grenzwertsatz

8.7.1 Das schwache Gesetz der grof3en Zahlen

Durch die Mittelung vieler unabhangiger identisch vétéeiZufallsvariablen erhalt man
eine Zufallsvariable, die mit grof3er Wahrscheinlichkeg® nahe beim Erwartungswert
liefert.

Satz 8.7.1(Das schwache Gesetz der grof3en Zahlen)
Ist X1, X5, ... eine Folge unabéingiger identisch verteilter Zufallsvariablen (d.h. jeddéich
viele von ihnen sind unalingig) mitE(X;) = p, Var(X;) = ¢, dann gilt

1 n
E;Xi_:u

25)20 Ve >0.

lim P <
n—0o0

3

Beweis SetzeY, = XY " X;. Dann gilt E(Y,) = n und wegen der Unabhangigkeit
Var(y,) = SVar(X; + ...+ X,) = Lno? = 2. Die Tschebyschevsche Ungleichung
ergibt nun

3|9

Var(Y, 2 ;
( ):U——>O fur n — oo.

P(Y, — | >e) <
(Ya—nlze) s =5 = 2
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8.7.2 Zentraler Grenzwertsatz

Wir betrachten eine Zufallsvariable
Y=X;+...+X,

mit unabhangigen Summandén, . . ., X,,. Extrem grol3e Werte voxi treten nur dann auf,
wenn sehr vieleX; gleichzeitig grol3e Werte annehmen. Wegen der Unabhaeigigk es
sehr wahrscheinlich, dass grol3e Werte eines Summandemidance Werte eines anderen
Summanden kompensiert werden. Es zeigt sich, dass dielvageson Y flur grol3esn
mehr und mehr einer Normalverteilung entspricht:

Satz 8.7.2(Zentraler Grenzwertsatz
Ist X1, X5, ... eine Folge unabfingiger Zufallsvariablen mit

B(X;) = p;, Var(X;) =o?

1

i=1,2,...,

so gilt unter schwachen zaizlichen Voraussetzungen, z.B. dassdentisch verteilt sind:

Xi+. . X, — (¥,
! Koot onim) o)) o) vyeRr
oy +...+0;

lim P

n—oo

Ein arithmetisches Mittel .
Xy = —

m =

ist fur groResn also raherungsweiséV (u, o%)-verteilt, wobei

Xi+...+X,)

1 1 , 1 1, )
= 5E(X1+. LX) = E(/Jri-. ), 07 = ﬁVar(XlJr. CAHX,) = ﬁ(al—i—. .For).
Bemerkung: Hat X Erwartungswerg: und Varianzs2, dann hat% den Erwartungswert
0 und Varianzl. O

Wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell fiir Messreihrp

Als mathematisches Modell fur das Entstehen von Messneiverden im folgenden un-
abhangige, identisch verteilte Zufallsvariabl&p, . . ., X, verwendet.

Eine Messreihe, ..., z, wird als Realisierung der Zufallsvariabléq, . . ., X,, angese-
hen, wir nehmen also an, dass ein Ergelnis (2 existiert mit

1 =X1(w),. .., T = Xp(w).

Haben dieX; Erwartungswerf: und Varianzo?, dann sagt Satz 8.7.2 insbesondere aus,
dass dann das arithmetische Mitfl,) = +(X; + ...+ X,,) fur grossen naherungsweise
N(u,c?/n)-verteilt ist.
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Die Verteilungsfunktion der ZufallsvariableX, ..., X,, sei mit F' bezeichnet. Was sagt
die Messreihe UbeF aus?

Es ist intuitiv einleuchtend, dass die empirische Vertaggfunktion

_ Zahlderz; mitx; < z

Fo(z; 21,29, .., 2,) -

in engem Zusammenhang zur Wahrscheinlichkeit
F(z)=P(X; < 2)

stehen muss. Es gilt:

Satz 8.7.3 (Zentralsatz der Statistik)
Sei X1, X, ... eine Folge unabiingiger identisch verteilter Zufallsvariablen mit der Ver
teilungsfunktion¥” und bezeichne

Dn(Xy,..., X)) =sup|F,(z; Xy, ..., X,) — F(2)|

z€R

die zubllige Maximalabweichung zwischen empirischer und "wah¥xéerteilungsfunktion.
Dann gilt
P(lim D,(Xy,...,X,)=0) =1,
n—oo

D, (X1, ..., X,) konvergiert also mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen O.

8.8 Testverteilungen und Quantilapproximationen

In der Statistik, insbesondere in der Testtheorie, werdefothenden Verteilungen benotigt,
die von der Normalverteilung abgeleitet werden:

SeienZy, . .., Z, unabhangige, identiscN (0, 1)-verteilte Zufallsgrof3en.
x2-Verteilung:

Es seil < r < n. Eine ZufallsvariableX heilty?-verteilt, falls sie die Verteilungsfunktion
besitzt

Flx)=P(Z}+...+7*<7x), z€R.
t,.-Verteilung:

Es seil <r <n—1. Eine ZufallsvariableX heil3tt,-verteilt, falls sie die Verteilungsfunk-

tion besitzt
Zy
1 < :c) , zER.

Flo)=p <\/(Zf+...+zg)/r =
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F, s-Verteilung:

Esseil <r,s <n—1mitr + s < n. Eine ZufallsvariableX heil3tF-verteilt mitr unds
Freiheitsgraden, falls sie die Verteilungsfunktion basit

Z2+... + 22
F(x):P< (21+ i g)/r gx), r eR.
(Zr+1 + s + ZrJrs)/S

Die Dichten dieser Verteilungen konnen unter VerwendusgGamma-Funktion

I'(z) :/ et >0
0

und der Beta-Funktion
1
B(a, B) :/ M1 =) tdt, a,8>0
0

angegeben werden.

Bezeichnungen fur Quantile: Allgemein ist dag-Quantil z, fur eine stetig verteilte Zu-
fallsgrof3e mit Verteilungsfunktioh’ gegeben durch

F(zp) = p.
Bezeichnungen:
u, p-Quantil derN (0, 1)-Verteilung
tr, p-Quantil dert,-Verteilung
Xrp p-Quantil dery2-Verteilung
F, s, p-Quantil derF, ;-Verteilung

Fur gangige Werte vop existieren Tabellen fur diese Quantile.

8.8.1 W.ichtige Anwendungsbeispiele

SeienX,, ..., X, unabhangige, identischi (1, 0?)-verteilte Zufallsvariable. Bilden wir ihr
arithmetisches Mittel
_ 1 —
X(n) = E Z Xi
=1

und die Stichprobenvarianz

1

2
Sty = n—1

> (X = Xw)?

i=1

dann gilt:
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Satz 8.8.1Es seienXy, .. ., X,, unabtéangige, identisctV (i, o%)-verteilte Zufallsvariable.
Dann qilt:

o X, istN(u,o?/n)-verteilt,
o 5157, istx;_-verteilt,
e X(» und S¢, sind unablingig,

o /not Xt sy, -verteilt.

e



